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Einleitunit. 



Die Aus^eiehoDg eines lanieimetaee ist wohl iu<^ rwa Gkkum^^"^ WK^uKcU xhw^I^u K\vh' 
BedingmigB^eichaiig des Xeties wird bei ihm dana erhmlleiu w^ui ^uw» ^s^^m^^^uMi^ 8ti>N'W \iAt.t^)Wu 
mit dem Ar sie ans sndeni gemessenen Strecl:ea abgeKuteten W^rU^ xt^Uoh^x x^v^rv)«^^ kMU\ tVi^ 
Heileitimg der EoefiBzienten der StreekenTerbesserung^^u in di^ic^n )Wii\g\\ng^f(^;oh\u^u |^vi\>bM^I^I 
durch sokzessiTe Annahenmg; Gerlinq benntxt daxu du^ Verh&ltni$at<^ \W d\AVr«^uti^))on \»\Unui^>^u 
dreier in einem beweglichen Punkte lusammentreffender Strahlen. S^iu V«vH[\dir^u i.tt aWr )W( iiunu>v 
ums&idlich, namentlich wenn mehr als drei Strecken in l\knkti(^n d^ Ntf^Ui\H »u^anuut^^^twtt^Uv 

EinfBMsher ist die Ableitung der Bedingungsgleichungan bei R 0. iUr^^V /uuttob«! \vt^^A)iM\ 
dazu geeignete Winkel zu Bedingungsgleichungen zusammengestellt» und daraxif )Uvpii^U\u^{t^u »w^m^hii^u 
den Tang, der halben Winkel, die sich wieder durch die Seiten z\igeh(Urigt^r l>rK^iiH>k^^ uu\l tUi^i' 
Yerbessemngen ausdrücken lassen, angewandt In manchen F&llen la»«KM\ sicli naoh F. 0. iU\»ti(i \\\^ 
Bedingungsgleichungen auch dadurch gewinnen, dafi man die Tang« inues halbt^n NVinkt^l« auf do|%)^ivUi^ 
Weise durch die Strecken des Netzes darsteUi 

Man kann aber auch in den Bedingungsgleichungen, die dun^h dt^n ZniiauuuMim^hlutt |mK«0udnr 
Winkel entstanden sind, mittels der ftlr das Dreieck geltenden Differentialforn\i4 awinch^u x^xmwx WiuKi^l 
und den Seiten, die Winkelyerbesserungen durch die StreokenTerl>eB«^rungen nmoUi^n. t>t«Mi null im 
folgenden zuerst geschehen, indem fttr ein Zentralsystem die RedingungHglinohung aurgt^nit^lli wirtl. 

Bei einem Zentralsystem, dessen Qrundflftohe ein Dreieck ist, also l)t«i inimwx Vit^r^ok» knini 
man die Bedingungsgleichung auch dadurch herstellen, daB man die lukalto dor Dit^iookis dio mmm Ji> 
drei gemessenen Strecken berechnet werden, nebst den differentiolUm Änderungen »ut^inandi^r tn tli^yili^luuttf 
setzt Aus der Yergleichung der so entstandenen Redingungsgloiohung hei riitem in nloh Hohlli^Ut^ndiMi 
Viereck mit derjenigen, die wie vorher angegeben aus der Zimanuneniinllung gooigiiolnr WItikt»! ^(t 
Wonnen ist, ergeben sich Gleichungen, die bei einem llttckwUrtioinsohnilt nach droi INinklt^n iiliiiiHtid^ii 
müssen. Diese Gleichungen, auf anderem Woge abgeleitet, lind Ton (!. F. (Uuhh hc^tiulKt worden, i^lu 
Kriterium über die physische Möglichkeit der Daten in der P()TllKN()Tiioh<tn Aufgalm auMK(iPi|M'iiohntt, 
Im Anschluß an weitere Entwicklungen zu diesem Kriterium worden lodann nonh andurn t^htinfnllN 

1) Ch. L. Obbliho. Die Auigleicbungsreohnangon dor prakilMohfln (ifiomutrln tiMW. tliitiilMird und (Idilm INilti 
S. 810—821. 

2) F. G. Oau88. Die trigonometriichen und polygonometriichon Itiushnungsn In dnr KitIdfiKtttktitifii, tt. H)ilfii\ 
Halle 1906, S. 68S— 667: Die Ausgleichung eines Hauptlinien nstxes nach der M«tho<le dttr klnlnsiutt Qtm«1mi44 

KrQger, Bedijigangtglelchiiiig«n fttr Liatonntts« nnd fflr Bflckwlrtfoinsohiilll« I 



2 Einleitung. 

Ton C. F. GrAUSS herrührende Oleichtuigeii für die PoTHENOTsche Aufgabe abgeleitet und weiter ent- 
wickelt^ die aus seinem Nachlaß veröfifentlicht sind, für die aber noch keine Herleitung Torhanden ist.^) 
Die vorher erwähnten GAUSSschen Gleichungen für einen Bückwärtseinschnitt nach drei Punkten 
werden darauf verwendet, um zwei verschiedene Formen von Bedingungsgleichungen für Rückwärts- 
einschnitte nach mehr als drei Punkten zu erhalten. Ihre Aufstellung kann erfolgen, ohne daß eine 
genäherte Lage des Beobachtungspunktes bekannt zu sein braucht. Die Lagenbestimmung des letztem 
geschieht erst nach der Ausgleichung der Beobachtungswerte. Da sich beide Arten von Bedingungs- 
gleichungen, ähnlich wie die Seitenbedingungsgleichungen bei Dreiecksnetzen, in mehrfacher Weise 
ansetzen lassen, so wird femer untersucht, wie unter ihnen zu wählen ist, um bei dem gleichen Aufwand 
an Rechnung die größte Schärfe zu erzielen. Zum Schluß wird ein Beispiel der Ausgleichung eines 
Rückwärtseinschnitts mit Hilfe dieser Bedingungsgleichungen gegeben. 

1) G. F. Qavbs' Werke, Band YIII, GOttingen 1900, S. 807—838: Fothknots Aufgabe und das Viereck. 




fleichungen für TÄniennetee. 



}| Eleichang fQr ein Zentralsysteiu. 

le Strecken gemessen Bind, bilde ein Zentrabystem, Fig. 1. Stellt 

Si itc;i anjiuancl. r fügt, zo wird im 

it der Anriingsseite zuHammenfalleo, wie es sein würde, wenn 

^cbung der gemessenen Strecken muß 

ir tiuzolncj Dreiccki; am Zcnti.tlp unkte 

imessenen Seiten der Grundäache des 

iseeatjij Verl laduug.-.lini 011 ihi^i- 
*er Winkfl üwischt^n s, und r^ werde 
s^ mit ß^ und der zagehörige Winkel 
Feiüisr 5ui t/^ iler Fläcliuninliiilt dvä 
[punkte nnf s,. 
l^chlieBen zu bringen, sind den Seiten 
eiluildtt. Die iladurcli LtTTomti-ufuiie Änderjug 
dy/, diese muß ■'o erfolgen, (bß 

Jk-i-Sr*+ ■■•:+?, -i= öj-, - 360» 




I dem znge- 




(I) 



Rffiih- 'tiä ''tn'ä T^nß linM linM linM linM Itnit 



(2) 



4 Bedingungsgleichungen für Lioiennetze. 

ist, 80 ergibt sieb bieraus: 

Bei einem sehr flachen Dreiecke^ in dem ein Winkel nahe bei 180^ liegt, ist (2) nicht an- 
wendbar, weil dann die Koeffizienten nahezu cx) werden. Alsdann drückt man die Seiten und ihre 
Verbesserungen durch rechtwinklige Koordinaten und deren entsprechenden Änderungen aus.') 

Einen der Ausdrücke (2) hat man in (1) einzusetzen. Nimmt man den zweiten und setzt 
dabei dy^ in Sekunden yoraus, so lautet die Bedingungsgleichung: 

n n 

1800 _ l^n = 4 9"2r (<J«,-«««,*»-,-cos/J.*r,^,); (3) 

1 1 " 

dabei ist p''— 206 265. Für r^^^ ist wie auch stets späterhin r^ zu setzen. 

Die Gleichung (3) ist anzuwenden, wenn man nach erfolgter Ausgleichung die dy^ berechnen 
will, um z. B. am Schlüsse der Rechnung rechtwinklige Koordinaten der Eckpunkte des Zentralsystems 
ableiten zu können. 

Ist dies nicht der FaU, so kann man (3) noch etwas einfacher gestalten. Benutzt man für 
8y^ den letzten Ausdruck in (2), so wird: 

oder 

Unter a^^^ ist dabei «j zu yerstehen. ßy + €c^^i stellt die Polygonwinkel des Zentralsystems dar. 
Zur Berechnung von y^, a^, ß^, \ wird man sich der Formeln bedienen: 









(4) 



2 

a^ und ß^ braucht man nicht so genau wie y^] da man jedoch die zu ihrer Berechnung nötigen 



1) Ygl. auch E. Hammsb: Lehr- und Handbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie, Stattgart 1907, 
S. 417 und S. 628. 

2) Die Aufstellung der Bedingungsgleichungen durch Differentiation der zwischen den Koordinaten der Netz- 
punkte bestehenden Bedingungen findet man bei 0. Eoll: Die Theorie der Beobachtungsfehler und die Methode der 
kleinsten Quadrate usw. Berlin 1898, S. 260 u. f. 



§ 1. Bedingangsgleichnng füi ein Zentralsystem. 5 

Logarithmen aus der Bereclinuiig von y^ hat^ so wird man sie ebenso wie y^ berechnen^ um die 
KontroUe -i(a^ + /J^ + y,) = 90<> zu erbalten. 

Will man die a^ und ß^ überhaupt nicht berechnen^ so muB man für dy^ eine andere Formel 
aufstellen. Es ist identisch, wenn dy^ in Sekunden yorausgesetzt wird und M den Modul der Bbiqo- 
sehen Logarithmen bezeichnet: 

Nun ergibt sich aber aas tg* -ä ^r™ <l/s—g'\ 

f \ V r) 

*logtg-^y,»y| -^^,;^ + s,-r,,, s: s;:^^; ) 5 C^) 

demnach ist, wenn man 



setzt: 



"•-^fcl(«'-t)*''-(«'-ä:^)"•-(«•-^;^)"•■"l■ 

Aus dieser Gleichung erhält man auch wieder die erste Gleichung (2), denn es ist 



(5*) 






Setzt man 

wobei die Lidizes n + 1 und n + 2 durch 1 und 2 zu ersetzen sind, so kann man Gleichung (3*) auch 
wie folgt schreiben: 



In ähnlicher Weise wie im vorhergehenden lassen sich die Bedingong^leichongen für irgend 
eine Netzfignr aufstellen. Man setzt zunächst die Bedingungen zwischen dazu geeigneten Winkeln an 
und drückt darauf ihre differentiellen Änderungen durch die Änderungen der Seiten zugehöriger Dreiecke 
aus. Genau so verfährt man auch, weim noch außerdem Zwangsbedingungen zu erfüllen sind. Sollen 
z. B. bei der Fig. 1 die Richtungen Tj und r^ einen bestimmten Winkel w miteinander bilden, so hat 
man für die Ausgleichung des Zentralsjstems die beiden Bedingungsgleichungen 

yi + ^n + y» + *y» + ^8 + ^rz = ^f 

yi + 8y^-] h y^ + *y,i •= 360® — w 

in Rücksicht zu ziehen. 



6 



Bedingongagleichaiigeii fflr Liniennetze. 



§2. 

Ansgleichnng eines Liniennetzes. 

Bei der aas zwei Zentralsjstemen bestehenden Fig. 2 hat die Streckenmessnng die fönenden 
Werte ei^eben:^) 




r, = 698,2 m=Si' g—l,9S 



%— 495,1 m-r/ g=^Z,06 



rj = 486,6 


3,20 


441,1 


=r/ 


3,69 


r, = 690,4 


2,43 


481,2 


-r,' 


3,20 


r^ = 442,3 =s 


,' 2,43 


559,2 


=r,' 


2,59 


r,- 501,8 -r. 


,' 3,06 


49,1 


=-v 


30,9 


s, = 700,3 


1,93 


626,0 


=< 


2,22 


s, = 796,6 


1,56 


581,7 


-V 


2,53 


s, = 722,9 


1,21 


571,2 


=V 


2,53; 



ferner sei s^'='Sf' + r^ — r,' == 490,2 m. Die mit einem 
Akzent versehenen Bachstaben beziehen sich aof das 
zweite Zentralsystem, g bedeatet das Gewicht. 
Fig 2. Fflr das Dreieck mit den Seiten r,, r,, Sj, hat 

man zur Ableitung der Winkel «i, ß^, y^ sowie des 
Log. des Inhalts J^ die nachstehende Rechnung auszuführen: 



r, = 486,6 
ri= 698,2 
gt= 700,3 

2fifi - 1885,1 



455,95 = /Si-r,- -2,65892 
244,35 = /Sj-ri -2,38801 
242,25 = 5,-«! •••2,38426 



4,77227 
5,63322 
9,13905 



5,04318 
5,36231 
9,68087 



5,04693 
5,35856 
9,68837 



942,55 - 5i - 2,97430 tg ^ • •• 9,56952-5 tg ^ • • - 9,84043-5 tg J - - 9,84418-5 



10,40549 

Ji - 5,20275, y a, - 20^1'41", -i- ft - 34»42'12", ~ y^ = 34«56'7". 

Ebenso findet man fQr die folgenden Dreiecke, mit den Seiten 

J^- 5,15570, i- a, = 23<'47'56", -~ /J, = 18»44'39", y y, = 47«27'25" ; 

5,11546, y«i-=18 6033, y/J, = 27 2037 , yy, = 434850 ; 

4,99189, y «4= 32 26 14 , y ^4 = 26 28 16 , y y* = ^1 5 31 

- * Ä' 



l; 



«> 



t> 



(; 



Sj 



s. 



^. 



'•6-»'«'> »•4-V»»4=*"«': 'fi'="J< 



1 > 
= 2- Y, 



1 , 



*•!-«», 


»"6 


-♦•»» 


»S-»-! 


• 

• 


./l=./5 


r«', 




<, 


•v 


• 
• 


j: 


r,', 




rs, 


V 


• 
• 


j^ 


n' 




u', 


V 


• 
• 


j.' 



5,09411, |«s = 44 27 20, -i-ft = 22 58 7, 



2 



2 



1 , 



1 , 

Y«i 



1^5=22 3433 

9 Pl ? 



2 



■5,02442, Ya/-26 023 , y/J4'-22 18 27 , ^y/-»42 4111 ; 
. 5,09460, Y«ß'«31 1925 , y/J5'=24 5521 , y^g'^SS 46 14 ; 
. 5,09949, Yae'=25 58 8 , l^'^Sl 2329 , Yy«'=32 38 23 . 

1) Das Beispiel ist den ^^trigonometrischen und poljgonometrischen Rechnungen^* usw. von F. G. Gauss, 
S. 659—567 entnommen. 



§ 2. AuBgleichang eines Liniennetzes. 



Hiemach ist: 



~ y, = 34^56' T 

y, « 47 27 25 

= 43 48 50 

|y,== 31 631 

- 22 34 33 



2 

j. 

2 

1 



2 
1 



also 



^^Y =119 62 26, 
180» - 12* y - + ^*"' 



yy,'= 44«27'20" 

y y,' = 26 28 16 

-i-y;= 42 4111 

= 33 4514 

^ ' . 32 38 23 
>180 24; 



1 






180» -y^/-- 24". 



Wenn man die Bedingungsgleichnngen nach (3*) auüstellen wollte, so würde man für das 
erste Zentralsystem haben: 



+ 



mit 



2», r*6 Bin Ol "W' 



«, + /?! = 117« 0' «4 + A = 119«34' «1 + A - 86«40'; 

«« + A = 75 10 <% + Ä = 141 51 

für das zweite Zentralsystem erhalt man nach (3*) und teilweise nach (3): 

i80.-i.2'n-,'^K-^?j^''.-)+itw-»«A'»'.') 

""* «f ' + A' = 107^20' «/ = 50^ 1' < + /Jg' - 101H7' 

ft'- 64 52 «5'+ /J/= 107 16 <+ A'^ 108 43. 

Wir ziehen jedoch Yor^ die Bedingungsgleichangen nach (3) zu berechnen, weil nach erfolgter 
Ausgleichung zur Eontrolle die Verbesserungen dy^ bzw. öy^' berechnet werden sollen. Die Mehr- 
arbeit ist außerdem geringfügig. Es ist demnach fOr jedes Dreieck 

* n = Y (*«, - C09 «, *»•. - cos ß^ <yr,+,) 
abzuleiten. 

Für das erste Zentralsystem ei^ibt sich folgende Rechnung: 



»= 1 


2 


3 


4 


5 


{q".- 5,0134 

«, • • 2,8453 
1 : J, • 4,7972 

f " : Ä, • • . 2,6559 

cos «, • • • 9,8797 
cos /?,-•• 9,5463 

p"cosa,:Ä, ••• 2,5356 
9"co8/J,:Ä,-- 2,2022 


5,0134 

2,9012 
4,8443 

2,7589 

9,8289 
9,8996 

2,5878 
2,6585 


5,0134 

2,8591 
4,8845 

2,7570 

9,8984 
9,7620 

2,6554 
2,5190 


6,0134 

2,6904 
5,0081 

2,7119 

9,6279 
9,7801 

2,3398 
2,4920 


5,0134 

2,6947 
4,9059 

2,6140 

8,2788 
9,8423 

0,8928 
2,4563 
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Bedingungagleichungen fOr Liniennetze. 



dyi = 452,8 *«i - 343,2 Sr^ - 159,3 6r^ 

dy, = 574,0*3, -387,1 „ - 455,5 dr, 

*y, = 571,5 d^ -452,3 „ - 330,4 dr^ 

dy^ - 515,1 ds^ -218,7,, - 310,4 dfj 

dn = 411,1 d 3, - 285,9 „ ; - 7,8 „ 

^dy = - 629,1 dr, - 546,4 dr, - 907,8 dr, - 549,1 dr^ - 318,2 dr^. 

Wenn man a^ und jS^ nicht bereclinen, also dy^ nach (5*) ableiten will, so hat man z. B. 
fSr y, und 8y^ die nachstehende Rechnung auszuführen: 



343,3 
159,3 
155,9 
452,9 



4,6855 • • • 1 : p" 


Jip":r,r, • 


• 4,9861 






555,7 


2,6871 ••■ rg =- 486,6 


455,95 • 


•• 2,65892 




2,3272 • . 


• 212,4 


2,8440- ••»•,= 698,2 


244,35 • 


• 2,38801 


5,04693 


2,6981 • • 


• 396,4 


0,2166 «1- 700,3 


242,25 ■ 


• 2,38426 




2,6019 • 


• 399,8 


2Si - 1885,1 


942,55 • 


• 2,97430 


5,35856 


2,0118 • • 


• 102,8 






10,40549 


9,68837 


1111,4 


\ y, - 34«56'7" 


J,.. 


• 5,20275 


9,844186 


. 1 

• • • • tgy 


yi 



1111,4 



6y^ - 452,9 d«! — 343,3 Sr^ — 159,3 Sr,. 

Die Bedingungsgleichung fdr das erste Zentralsystem lautet demnach: 

2 • 454 - 452,8 Ss^ + 574,0 d«, + 571,5 ds, + 515,1 ds« + 411,1 ds^ 
- 629,1 dri - 546,4 dr, - 907,8 Sr, - 549,1 Sr^ - 318,2 dr^. 

Fflr das zweite Zentralsystem ist nach (3): 





V = 


1 


2 


4 


5 


6 




2 * 


•• 5,0134 


5,0134 


5,0134 


5,0134 


5,0134 




<■ 


• • 2,8440 


2,6457 


2,7966 


2,7647 


2,7568 




1:J: 


• • 4,9059 


5,0081 


4,9756 


4,9055 


4,9005 




9"X 


•• 2,7633 


2,6672 


2,7856 


2,6836 


2,6707 




cos «/ ■ 


•• 9,8423 


9,6690 


9,8080 


9,6624 


9,7899 




cos^/ 


• • 9,8483 


9,6279 


9,8524 


9,8095 


9,6603 


q" 


cos «/ : Ä/ - 


• • 2,6056 


2,3362 


2,5936 


2,3460 


2,4606 


ff 

Q 


co8/J/:V 


• • 2,6116 


2,2951 


2,6380 


2,4931 


2,3310 



Öy^ - 579,8 dSi' - 403,3 Sri - 408,9 dr,' 

dy,' = 464,8 ds,' -216,8 „ 

Sy^' - 610,3 da/ 

dyj' = 482,6 dSj' 

dy,' = 468,5 d V -214,3 

^ dy 1= • • • 



- 197,3 dr,' 



- 392,3 dr/ - 434,5 drj' 

-221,8 „ 
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- 311,2 är,' 

— JuöfO ff 



- 617,6 Sr^' - 625,7 Sr,' - 197,3 8r,' - 392,3 Sr^' - 656,3 Sr^' - 600,0 dr^'', 

daher wird seine Bedingong^leichung: 

- 2 • 24 = 579,8 Ssi + 464,8 ds,' + 610,3 d«/ + 482,6 Ss^' + 468,5 d«,' 

- 617,6 Sri - 625,7 dr^' - 197,3 ör^ - 392,3 dr/ - 656,3 Sr^' - 600,0 dr,'. 



§ 2. Ausgleichung eines Liniennetzes. 9 

Da die beiden Zentrslsysteme iaeinandei^reifen, so sind den Strecken des gemeinschaftlichen Teiles 
die gleichen Verbesserungen zu geben. Für die Ausgleichring wird nun gesetzt: 

^♦'e' — Ps» . *»"i' = **6 = Ps> dsi=.tfi, *«, = «,, Ä5, = tfj, *«4 = tf r,' -* dr/ + ds,' = P« + *4> 

Damit gehen die Bedingungsgleichungen, wenn man sie noch durch 200 dividiert, um fSr die weitere 
Rechnung nicht so große Zahlen zu bekommen, über in: 

+ 4,64 = 2,264 g^ + 2,870 tf, + 2,857 tf, + 2,576 tf* - 3,146 Qi - 2,732 (>, - 4,539 q, 

- 2,745 Q^ - 1,591 <>8 + 2,576 p, + 2,056 p, 

- 0,24 = - 0,986 «4 + 3,052 ög + 2,413 ff, + 2,342 a^ + 2,899 g^ + 2,324 p^ - 3,129 pj 

- 2,948 p, - 3,281 p^ - 3,000 pg - 3,088 pj. 

Demnach lauten die Eorrelatengleichungen: 

1,93 pi 3,146 k^ + 2,899 k^ 

3,20 p, - - 2,732 „ 
2,43 p, = - 4,539 „ 
2,43 p, = - 2,745 „ + 2,324 „ 

3,06 ps 1,591 „ - 3,129 „ 

3,69 p, = + 2,576 „ - 2,948 „ 
3,20 Pt - - 3,281 

2,59 Pg =- - 3,000 

3,06 P9 = + 2,066 „ - 3,088 



1,93 tfi 


- + 2,264 Äi 


1,56 ff, 


= + 2,870 „ 


1,21 ff. 


= + 2,857 „ 


30,9 ff^ 


= + 2,576 „ 0,986 Ä, 


2,22 ff j 


+ 3,052 „ 


2,53 ff, . 


+ 2,413 „ 


2,53 ff, 


+ 2,342 „ 



und die Normalgleichuiigen 



ff 

9} 



37,945*1- 9,937 Äj - + 4,54 
- 9,937 \ + 30,785 Ä^ = - 0,24, 



woraus folgt 








w w 




\- + 0,1285, 




h' 


- + 0,0337. 


Hiermit erhält man: 










dr,= 


Pi 0,1588 = 


dV 




Ss^ =■ ff4 - + 0,0096 


dsi =« 


ffi - + 0,1507 






Sri =- P« = + 0,0628 


«Jr,- 


p, 0,1097 






^s^ - ff, -= + 0,0463 


ds, — 


ff, =- + 0,2364 






^U' -(h 0,0345 


dr,- 


p, - - 0,2400 






d«j' - ff, - + 0,0321 


ds, — 


ff, = + 0,3034 






drg = Pg - - 0,0390 


dr,^ 


P4 => 0,1130 - 


Ss^ 




Ssg — ff, - + 0,0312. 



i = p6+<^4-- + 0,0724=dr,' 
i = ft = - 0,1012 = dr,' 
*55 « Ps = + 0,0524 = dr/ 

' Aus diesen Werten ergibt sich, ebenso wie aus den Normalgleichungen, der mittlere Fehler 

der Gewichtseinheit zu 

±]/^-± 0,536 m. 
Die ausgeglichenen Strecken sind: 

Krflger, Bedingnngtgleichnngen fflr Liniennetse und fOr BOckwftrtoeiiiBohiiltte. 2 
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Bedingangsgleiohangen fOr Liniennetze. 



rj + Sr^ = 698,041 m « 5/ + 



s^ + Ss^^ 495,152 m « r/ + tfr/ 



r, + dr, = 486,490 








441,163 = r/ + dr/ 


r, + dr, =. 590,160 




• 




481,166 = r/ + drj' 


»■* + ^U - 442,187 = 


s,' + d»,' 






669,161 - r,' + dr,' 


rj + drj = 501,699 - 


r,' + Sr,' 






49,110 - s,' + dV 


Si + dSi = 700,461 








626,046 = «/ + ds/ 


^ + d^ =. 796,836 








681,732 - Sj' + dV 


St + Ssg = 723,203 








671,231 = V + d«,'. 


«4 + *»4 = 490,272 = 


< + *»•,' 








Mit den nm»telienden Werten der Streckenverbefsseningen sind nun auch noch die Ver- 


besserungen der Winkel y und y hh < 


den Zentralpnnkten 


berechnet worden: 


dyi-+ 2'20" y, + dy,= 


69«54'34" 


Sy^ = 


— 


1'12" yi + Sy^'-^ 88«53'28" 


dy,-+ 4 48 y, + dy,= 


94 59 38 


dy,'- 




45 y,' + dy,'- 62 66 47 


dy, = + 519 y, + <Jy,= 


87 42 59 


dy/- 


+ 


19 y/ + dy/ - 85 22 41 


dy4-+ 133 n + Su- 


62 12 35 


dy,'- 


+ 


36 yj' + dyj' - 67 31 3 


dyj = + 1 8 yj + dyj- 


45 1014 


«y«'- 


+ 


15 y«' + <Jy,'= 66 17 1 



+ 15 8 



360 0; 



- 48 



360 0. 



Da mit fünfstelligen Logarithmen gerechnet ist, so können die früher erhaltenen y und /, 
also jetzt auch die ausgeglichenen y + iy und y + dy um ein bis zwei Sekunden unrichtig sein. 
Daß ihre Summe die vorgeschriebenen Werte hat, liegt an der Ausgleichung. Eine Neuberechnung 
der y und y aus den ausgeglichenen Strecken mittels sechsstelliger Logarithmen ergab jedoch nur 
geringe Abweichungen von den obigen Werten; es wurde erhalten 

i- 2^ y =■ 180öO'0",8 und y 2 ^^ = 179^59' 59",0. 

Eine neue Ausgleichung auf Grund dieser Werte würde die vorher angegebenen ausgeglichenen 
Strecken nicht ändern. 

§3. 

BedingüngsgleieliTiDg für ein Viereck. 

Es soll jetzt angenonmien werden, daß die Grundfläche des Zentrais jstems ein Dreieck sei; 
Fig. 3. Alsdann ist nach (7) die von, den Seitenverbesserungen zu erfüllende Bedingungsgleichung, 

wenn 

j=.ySiS-s,)iS-s,)i8-s,), Ä = i-(s, + s, + «,), 

gesetzt wird: 



1800-i-(y, + y, + y3) 



1 ff jis^dSi .Sj^s^ , s^Ss^ r^dtf, r^dr^ r^dr^ 



«^t«^8 •^8«'l ^l^\ ' 



(8) 





Fig. 4. 



§ 8. Bedingtmgsgleiohnng fSr ein Viereck. 11 

Liegt der Zentralpunkt außerhalb der Grundflache, wie in Fig. 4, so ist in dieser Formel 360^— y^ 
an Stelle von y^ und — J^ an Stelle Yon J^ zu setzen. Für dieses Viereck lautet demnach die Bedingungs- 
gleichung: 

wobei Ji, Jfi9 ^9 ^® vorher nach (4) zu berechnen sind. 

Will man filr Fig. 4 die Bedingungsgleichungen in der Form (3) oder (3*) benutzen, so hat man 
noch außerdem 360^— cc^ und 360®— ß^ an Stelle von cc^ und ß^ und — h^^ für h^ zu setzen; z. B. ist 
nach (3*): 



+ x-(".-=^=äi^".)l- (10) 



Es ergibt sich dies auch sofort, wenn man in die hier geltende Bedingungsgleichung 

n + *yj =" y« + *yj + n + *n 

f&r die d^ aus (2) die Werte einführt. 

Man kann die Beding^gsgleichung auch noch in anderer Form erhalten. Legt man die 
Figur 3 zugrunde, so muß, wenn dJ^ die Verbesserung des aus den gemessenen Seiten r^, r^, ^ be- 
rechneten Inhalts J^ bedeutet, usw.: 

J+ dJ^J^ + *J, + J, + de/, + J, + 8J^ 

oder 

8J- (*/i + *Ji+ * Js) --J,+J^ + Jz-J (11) 

werden. 

Aus 

J*^ SX8,-r,) (5,-r,^.0 (5,-«,), 5,- | (r, + r,+i+0, 

folgt aber, wenn man logarithmiert und darauf differenziert: 

oder vieder 
gesetzt: 

Der Index 4 ist hierbei durch den Index 1 zu ersetzen. 
Ebenso ist 

mit 

^^ii + sh + sh^ + sh^-^Q- W 

Die Substitution von (13) und (13*) in (11) ergibt als Bedingungsgleichung: 

2(J, + J^ + J^-J) - e^ds, + e^ös^ + e^Ss^-fidr^-f^Sr^-^f^dr,, (14) 

2' 



12 BediDgimgBgleichmigen für Liniennetze, 

worin 



^^ 



/ J \ / J \ «' = 1,2,3 (15) 

ist; dabei ist der Index durch den Index 3 zu ersetzen. 

Man kann in diesen Ausdrücken auch die Winkel einführen. Es ist, TgL S. 5, 

J J J 

^.-Ä-irr =^ctg/'.> Öv-g-ziT '•r+ictg«w ör-g-irT-'^rßtgy» 

und 

Ö-s~r = «ictg(a» + Ä), Ö-c:z7 = «jC*g(«i + A)» ^-g:r7 = «jß*«(«^+A)- 

Damit wird 

*J^« -|■(^ ^*8/'^ *^+ ^+1 ctg«, *^+i + s^ ctgy^ ds,), 



2 

de/"» -^(«i ctgCttj + ft) dSi + 5, ctgC«! + /S8) *5j + 5j ctg(aj + /Ji) ds,) 



(16) 



und 



e, = «x(ctg(«. + A) - ctgy,) - s, 'S^^iM, 



ßinyj Bm(a3+/?,) 

^ = s,(ctgK + /?.) - ctgy,) - s, i^^, 

e, = ..(ctg(«. + A)-ctgy.)-..g|^^>, 

/i-r.(ctgA + cl««.)-r,«;^, 

^, = r,(cl«A + ctg«,)-r,g^>, 

/•.-»■.(ctgA + ctg«,) = r/£Mj|;. 
Nun ist aber 

«j + ft - ^1 - K + A); «8 + /^i =- n - («i + Ä); «1 + A =- n - («8 + A)- 
Da außerdem: 



(16») 



8/, . » 27, 2/, 



sin a, — , sin iJ, = , sin y. 



„ . „ * T T 



sin(a, + /J,) = ^, sin(ai + ft)-^, sin («, + ft) = /r- 

0^ 0j 0g 0j 0| o^ 

ist; so läßt sich die Bedingungsgleichung (14) wie folgt schreiben: 

^(c/i + ^j + e/s-e/)- -rirjrjSiÄjSsj — [tJ^^ " j^j) 

flin(y, — («, + ft)) /^j jr^ __ r, ^r,\ | 

Die entsprechenden Formeln für das in Fig. 4 dargestellte Viereck ergeben sich, wenn wie 
schon erwähnt an Stelle von a^, ß^^ yj, J^ gesetzt wird: 360^— Oj, 360*^ — ^1, 360®— y^, ~"«^- 
Aus (17) wird alsdann erhalten: 



§ 4. Ausgleichung eines Linienvierecks. 
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2{J, + J,--J,^J)^^r,r,r,s,s,s,['^^^'-^ ^»*^- 



»1^ 



+ 



+ 



/ 8^ 68^ r, Jr,\ 
Bin(y, — (ft — «i)) /g, dg, n JrA 



«in 



8in(y3 — («, — ft)) /«3 dg, , r, dr. 



««n 






Zur numeriBclien Berechnung ist jedoch (14) mit (15) bequemer. 



(17*) 



§4. 

Ansgleichung eines Linienyierecks. 

Von einem Viereck P^P^P^P^ sind die Seiten «j, . .,s^ und die durch ihren Schnittpunkt Po 
gebildeten Abschnitte r^ und r^, r^ und r^ der Diagonalen gemessen: 

5i= 77,73 m 5^-1,29 r^ - 56,88 m 5^ = 1,76 

s, =113,00 0,88 r,- 66,95 1,49 

5j- 84,37 1,18 rj« 77,30 1,29 

s^ = 86,80 1,15 r, « 54,20 1,85. 

I. Zunächst werde angenommen, daß der Schnittpunkt der beiden Diagonalen nicht besonders 
bestimmt sei, daß also außer den Seiten s^, . ., s^ die beiden Diagonalen 

1 



rfi — r^ + r, =- 134,18 m mit g 



und 



c^ =- r, + r^ =» 121,15 m mit g 



1,76 ~ 1,29 



1,4» ^ 1,86 



0,74 



0,83 



it 




gemessen seien. 

Alsdann sind die Streckenrerbesserangen ds^, . 
dd^ und Sd^ nur einer Bedingungsgleichung unterworfen. Diese Fig. 6. 

kann man daraus erhalten, daß der Mächeninhalt der Dreiecke 

P^PjPj und PiPjP« gleich dem Flächeninhalte von PiP,Pt und P,P4Pi sein muß. Nun findet man 
aber z. B. den Flächeninhalt Ai.ss von PiPfP, mit Hilfe von (12) und (13) durch folgende Rechnung: 



dl = 134,18 
Si=- 77,73 
s, - 113,00 



25 = 324,91 



28,275 
84,726 
49,455 



162,455 



1,45140.5 


2,1908 • 


• ■ 155,17 


6,16 


3,08 


1,92801.5 


1,7142 • 


•■ 51,78 


109,55 


54,78 


1,69421.0 


1,9480 • 


•• 88,71 


72,62 


36,31 


2,21073.3 


1,4314 • 


•• 27,00 
• • 322,66 


134,33 




7,28436.3 


7,2844 • 


322,66 


3,64218.2 




161,33 







Ebenso ei|pbt sich: 



Aus 



Ai.,., = 4387,12 + 3,08 Sd^ + 54,78 Ss^ + 36,31 Ös,. 

\.t.t = 3564>48 - 15,77 ddi + 54,50 äs, + 53,54 d«^ 
A,.,.4 = 4685,54 + 17,20 dd, + 27,80 Sa, + 46,76 d«, 
A,.4.i - 3362,22 - 4,96 dd, + 42,56 ds^ + 46,73 ds^. 



^ij.j + ^i 



ti 



^•j* + ^.«1 
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Bedingmtgagleicliaiigen fSx Linieim«tze. 



folgt daher die Bedingungsgleichnng: 

= 3i84 - 12,69 Sd^ - 12,24 dd, + 8,05 8si + 8,51 ds, + 7,75 Ss, + 10,98 88^. 

Die Bedingongsgleichang ]a&t sich auch dadurch herstellen, daß z. B. im Eckpunkte P, der 
zum Dreieck P^P^Pf gehörige Winkel gleich der Summe der beiden Dreieckswinkel P^PgP^ und 
P^PgPf sein muß. - Die Ableitung dieser Winkelwerte kann nun mittels (2), wie in § 2, oder auch 
mit Hilfe von (5*) geschehen. Benutzt man letztere Formel, so ist, um z. B. •^P^P^P^ zu erhalten, 
nachstehende Rechnung auszuführen: 



6,4637 
2,0531 
1,9262 
0,4430 



1:?' 

Sf •= 113,00 

»,= 84,37 

d, -= 121,15 



S = 318,52 



46,26 

74,89 

38,11 

159,26 



3^184 

1,66521 

1,87442 

1,58104 

2,20210.8 



65,79 



J- 





1,5532 • • • 35,74 


20,05 


3,53963 


1,3440 • • • 22,08 


33,71 




1,6374 . • • 43,39 


12,40 


3,78314.8 


1,0163 . • • 10,38 


45,41 


9,75648.2 


111,59 


111,57 


9,878241 . 


.•tg37»4'18'' 





7,32277.8 

3,6614 

^ PiPjP, =- 74» 8',60 - 33,71 ds^ - 20,05 ds, + 45,41 dd,. 
In derselben Weise erhalt man aus den Dreiecken P^PiPi und PfP^P^: 

«^P^P.Pj- 39« l',80+ 9,58 d«, + 41,85 *S4 - 33,09 drfi 

^ P^PjP, -= 35 21 ,47 + 30,45 Ss^ - 1,40 Ss, - 16,46 dd, ; 
mithin muß 

= 14,67 - 49,55 d<^ - 45,41 Sd, + 30,45 ds^ + 32,31 ds, + 29,63 Ss, + 41,85 8Si 

sein, oder wenn man diese Gleichung mit 0,262 multipliziert: 

- 3,84 - 12,98 ddi - 11,90 dd, + 7,98 ds^ + 8,46 8$^ + 7,76 Ss^ + 10,98 d«^. 

Daß sie nicht mit der ob^en Bedingungsgleichung genau übereinstimmt, liegt daran, daß die Koef- 
fizienten mittels der Beobachtungswerte, also nicht aus einer in sich schließenden Figur entwickelt sind. 
Nimmt man als Bedingungsgleichung 

- 3,84 - 12,8 8dl — 12,1 dd, + 8,0 d«i + 8,5 d% + 7,8 Ss, + 11,0 8Si, 

so gibt die Ausgleichung: 

686,3 h 3,84, 



12,1 



8si ■ 



Ss,^ + ^h 



0,054 m 
0,037 



+ ;^* 0,035 



1,89 



1,18 



mittL Fehler der Gewichtseinheit - V5^215 = ± 0,147 m. 

n. Es werde jetzt angenommen, daß r^ und r, sowie r, und r^ keine Geraden bilden. 

Alsdann besteht gleichfalls nur eine Bedingungsgleichung, nämlich daß in dem Zentralsystem 
um Po die vier Winkel PiPoP,, P,PoPa> ^8^o^4 "™d P4P0P1 zusammen 360» sein müssen. Man 
findet nach (2) oder (5*): 

^ PiPoP, = 77»17',40 + 71,93 SSi - 39,01 Sr^ - 50,38 dr, 
^ PjPoP, = 102 54,20 + 77,00 ds^ - 67,39 8r, - 62,86 Sr, 
^ PjPoPi = 77 37 ,97 + 70,87 ds, - 55,17 8r, - 31,62 Sr^ 
-^ PiPoP, = 102 45,30 + 99,23 ds^ - 76,32 8rt - 78,70 Sri, 



§ 4. Atugleiohtmg eines Linienviereckg. ] 5 

womit als Bedingnngsgleicliiuig folgt: 

- HS*^ + 71,9 d«i + 77,0 8st + 70,9 Ss, + 99,2 ds^ - 117,7 Sr^ - 107,8 Sr, - 118,0 dr, - 107,9 8r^. 

Die Ausffleichniig liefert daher: 

56316 k 34,87, 

*n --^*- + 0,041 m *«,- + [gÄ = -0,035m 

*r, ^A; = + 0,045 ds, = + ^ *-- 0,064 

*r, = -^Ä- + 0,067 d«, = + ^1 Ä =»- 0,037 

lö'^i^ 7. I AAQA Jfr« I ®^»^ 



r. = — 



1,85 



i = + 0,036 *^4 -^ + ni * — ^^0^3 



mittL Fehler der Gewichtseinheit = ^0,0216 = ± 0,147 w. 
Mit den Aasgleichongswerten wird 
^P,PoP,="77nr,04, ^ PjPoP, = 10J{<>43',90, ^ P3P0P4 - 77ö31',07, ^ P^PoP^ - 102«33',99. 

Die Ergebnisse dieser Ausgleichung stimmen fast vollständig mit denen der vorigen überein. 

m. Wir wenden uns nun zu der Aufgabe, nach der r^ und r, bzw. r^ und r^ die Diagonalen 
des Vierecks bilden sollen. In diesem Falle sind drei Bedingungsgleichungen zu erfQllen, die man 
auf verschiedene Weisen aufstellen kann. Man gelangt zu ihnen z. B. dadurch, daß 

^ P.PoP, + ^ P,P,P, - 180» 
^ P,P^P, + ^ P.PoP^ - 180» 
^ P.PoP^ + ^ P^P^P, = 180» 

betragen mfissen. Bestelieii diese Gleidrangeii, so folgt, dafi aQch -^P^P^Pi + <^ PiP^P, » 180* ist 
Indem man die unter II mitgeteilten Winkelwerte einfahrt, erMlt man als Bedingangsgleichongen: 

- 11,60 + 71,9 dsi + 77,0 Ss, — 39,0 dr^ - 107,8 *r, - 62,9 dr, 
- 32,17 + 77,0 d«, + 70,9 8s, - 57,4 8r, - 118,0 dr, - 31,6 8r^ 
= 23,27 + 70,9 8s, + 99,2 8s^ - 55,2 dr, - 107,9 8r^ - 78,7 tfr,. 

Man kommt auch za diesen Gleichungen, wenn man die F^heninhalte zosammengehöriger 
Dreiecke miteinander vergleicht: es muß werden 

Dann ist femer A^.j., °>- Ag.4.1 + Ao.^.i. Berechnet man zu den unter I angegebenen Werten der 
Flacheninhalte, ebenso wie dort gezeigt ist, die noch fehlenden: 

Aoi, - 1857,38 + 8,76 dsj + 27,90 dr^ + 21,60 8r, 
A,.,.s - 2522,24 - 12,95 *«, + 47,32 «Jr, + 43,20 dr, 
4,.,. 4 - 2046,21 + 9,25 d«, + 19,28 dr, + 33,63 dr^ 
A,.4.i - 1503,40 - 9,83 8s^ + 35,29 8r^ + 34,23 8r^, 

so ergeben sich daher die Bedingung^leichungen: 

- 7,50 + 46,0 d«i + 49,3 8s, - 24,8 8ri - 68,9 8r, - 40,1 8r, 
- 17,09 + 40,8 8s, + 37,5 8s, - 30,1 8r, - 62,5 8r, - 16,4 8r^ 
- 14,87 + 46,3 8s, + 63,4 8s^ - 35,0 8r, - 68,9 8r^ - 50,0 8ri. 
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Multipliziert man diese der Reihe nach mit 1^56, 1^89^ 1,57; so folgt aus ihnen: 

-= 11,70 + 71,8 äs^ + 76,9 äs^ - 38,7 dr^ - 107,5 *r, - 62,6 *r, 
= 32,30 + 77,1 ds, + 70,9 ds^ - 56,9 dr, - 118,1 dr^ - 31,0 dr^ 
= 23,35 + 71,1 ds^ + 99,5 Ss^ - 55,0 dr, - 108,2 dr^ - 78,5 ör^ , 

in genügender Übereinstimmung mit den vorher angegebenen Gleichungen, deren Absolutglieder jedoch 
genauer sind. 

Nach F. G. Gauss kann man in diesem Falle die Bedingungsgleichungen auch erhalten, indem 
man entweder für log tg^^-^s^i^s ^^^^ Ausdrücke bildet, einmal aus dem Dreieck PqP^P^, das 
andere Mal aus dem Dreieck P^P^P^, usw., oder indem man die Beziehungen 

log {tg» i- P.PoP, tg» I P, P,P,] = 0, UBW. 

anwendet, wobei die Tang, der halben Winkel durch die Seiten und ihre Verbesserungen auszudrücken 
sind. Die Koeffizienten der letzteren in den Bedingungsgleichungen werden mit Hilfe logarithmischer 
Differenzen abgeleitet.^) 

Es lassen sich diese Koeffizienten aber auch bequem mittels einer Differentialformel berechnen. 
Setzt man 

Jf { J- + S^T + S^ + S^l - 2Ü„ 
SO ist nach (6): 

l.g<«-ip.P.P.„-log<?^^«-)-(li.-^-)*r.-(je.-ä^)«r.«+(«.-f)»..i 

1/ « 1, 2, 3, 4; für den Index 5 ist dabei 1 zu setzen. 

Demnach hat man z. B. für log tg^ — P^P^P, die folgende Rechnung zu machen: 





M- 


• 9,6378 




r, = 66,96 


33,83 • • 


• 1,62930 




r^- 56,88 


43,90 • ■ 


• 1,64246 


3,17176 


Si= 77,73 


23,05 • • 


• 1,36267 

• 2,00337 


3,36604 


2^1 - 201,56 


100,78 . • 



8,1086 
7,9953 
8,2751 
7,6344 



0,02295 



9,80672 



0,01286 


0,01010 


989 


1306 


1884 


411 


431 


1864 


0,04589 


0,04591 



log *«* Y -Pi A-P» = 9,80572 - 0,01010 dr^ - 0,01306 *r, + 0,01864 d«,. 
In derseilben Weise wird gefunden: 

log tg« 4" -PjPoP« = 0,19729 - 0,01488 dr, - 0,01630 <Jr, + 0,01996 ds, 
log tg« y PsPoP^ -= 9,81105 - 0,01428 «Jr, - 0,00818 Sr^ + 0,01834 ds, 

log tg« y P4PoPi = 0,19498 - 0,01977 8r^ - 0,02039 dr^ + 0,02571 ds^. 

Hiemach lauten die Bedingungsgleichungen: 

« 3,01 + 18,6 ds^ + 20,0 *s, - 10,1 ör^ - 27,9 *r, - 16,3 dr, 
= 8,34 + 20,0 ds^ + 18,3 äs^ ~ 14,9 dr^ - 30,6 dr^ - 8,2 dr^ 
« 6,03 + 18,3 dSf, + 25,7 ds^ - 14,3 Sr^ - 28,0 dr^ - 20,4 dr^ ; 

1) F. 0. Gauss a. a. 0. S. 688 — S9 und 642; vgl. ferner: 0. Eoll, die Theorie der Beobachtongs fehler n. die 
Methode der kleinsten Quadrate usw. Zweite Anflage 1901, S. 262 — 267, woher auch das obige Beispiel entnommen ist. 



*^-^(*i+*i)= 


- 0,079 


Ss,-'^^ih, + h)- 


- 0,123 


*** 1,15 *« 


0,026 
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multipliziert man sie mit ~ — ^ == 3,862, so gehen sie in die zuerst bei III angegebenen Glei- 

ehungen über. ''''"''^' 

Die Ausgleichung mit Bücksicht auf diese letztem Gleichungen, die noch durch 10 dividiert 

und fQr deren Koeffizienten Mittel aus den auf den verschiedenen Wegen erhaltenen Werte genommen 

wurden, ergab nun: 

224,42 jfei + 166,38 Je, + U,21 Ä, 1,160 

166,38 *! + 245,43 *, + 111,36 Ä^ - - 3,217 

44,27 Ä, + 111,36 Ä, + 249,93 h^ 2,327; 

*! - + 0,00830 Ä, 0,01735 \ 0,00304; 

*Si-^*i - + 0,046m dri = jiß(- 3,89Äi- 7,87 *i,) --0,005 m 

*r, - -ig (- 10,77 fti - 5,73 *i) - + 0,007 

<Ir, = i^ (- 6,29 \ - 11,81 A, - 5,51 Ä,) = + 0,131 
<yr,-j^(- 3,14 Äi - 10,80 &,) = + 0,047 ; 

mittL Fehler der Gevrichtseinheit = V ~"^t — =" ± 0>133 m . 



Ganßsche Gleichungen zur Pothenotschen') Aufgabe. 

§6. 

Kriterinm fflr die physische Möglichkeit der Daten in der Pothenotschen Anfgabe. 

Wenn das Zentralsystem, Fig. 3, in sich schließt, so ist 

180« -. 1 (y, + y, + y.) 

und 

e/ = e/i + c/j + Jji . 

Nimmt man nun mit den Seiten der Figur 3 differentielle Änderungen vor, so muß, wenn die Figur 
möglich bleiben soll, zwischen ihnen nach (8) S. 10 die Bedingung bestehen: 

vJ^ *'t*'Z JJ^ •'s*'! «/t/j *' 1 *' t 

Nach (17) S. 12 dagegen muß die folgende Gleichung erfüllt sein: 

=» Bin(yi — («8+fe)) l^jAh. _ ^ ^M L 8"^ (y» — («1 + ft )) (9j±h _ ?i£!i\ i «inCrs — (««+ft)) (h98^_ _ ^j^\ . 

Es muß daher 

Bip(yi — («s+fe» ^ sin (y,-~(cgt +/ ?,)) ^ Bin(rs — (g, + ft)) /jn 

«jfj «,ri ^r, 

sein. 



1) Nach Prof. E. Hamiieb (Ober die Aufgaben der einfachen trigonometrischen Ponkteinschaltung, Zeitschr. 
f. VermeBBQngBweBen 1895, S. 699 und 604) ist es richtiger, diese Vierecksanfgabe als die SNSLLiussche za bezeichnen. 
Vgl. anch W. Jobdam, Handbuch der Yermessnngsknnde , IL Bd. 1904, S. 861. 

Krflger, Bedlngungsgleiehnngen für Liniennetse und fQr BückwftrtMiniohnitte. 3 



It 4 le Bedingnngen 

1 > .i.(y.-[„ ,- 



h J 



(!♦) 



li die Wintcl des Dieiecke, das aus den 
4,, ^21 B*^ ''^^ JB nachdem man die Fig. 3 



ft ^ - «, + /!,. 

"iii iruungeu nach _lj, ^j, A^ beziehungsweise rj, r,, Tj 
J 1 -l, j^leitli %, der Wiiikfl zwischen den Rich- 
W wi-.chon den Rirhtimgen nach A, nnd A^ gleich S, 
WH l,, A^ A^ gemessen. Dann ist übereinstimmend 



«, -y 



nC«,-J,) 



■B Jj -■'.■* ^►t'schj-iebenen Kreises, so sind die drei Sinus in (2) 

^~ * ■ «Uli idle drei Sinus negativ, viud liegt G auf der Peripherie 
dieses Krei'^"?, so Ar\i nlle drei null. 

Dies erkennt man am besten aus der folgenden 
len Ableitung von (2). 

Es sei d die Entferurng des Punktes C vom 
ounkt M des um A^. A^, ^j beschriebenen Kreises 
sein ßadiuB. Dann ist: 
^2 _ p! + r^^ _ 2pr, eo8 (CM, 4, - MA^A;), 
'.-.1 Jf^i.l,-90»-.4j ist, 
+ r^*— 2p fi (cos C^i ^j sin^j + sin C-4, -4g cos A^). 



st aber 

sin C4,^3 I 



n?l. 




(3) 



cei Sinus gleich nnll, 
Kall, der aber in der 
jr die beiden andern. 
terst Ton ihm durch 
Ijm zu der ureprüng- 
.kte C aus beigestellt 
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&n, S. 31(5—317 und S 331-334)') Di<> öleichiing dient 
[j Mögliclikeit der POTHENOTschen Aufgabe. Sind nämlich 

fen L><jdtinimi.ndei Standpunkt, wm dem au^ die Fi^^tpunkte 
I h'ii den Mnaanngen gfwomiPTipn Winlrehi und dnn Winkeln 
[Mingung bestehen. Man kann für die Winkel auf G nicht 
Ijiniyü. die iu drei gegebenea Featpunktt-ii gehüieu Bollen. 
Itinmicn, ivpim mnn verlniigte, dnß die die' Ificht'ingen naclT 
Ifcinander bilden, sobald das durch die Festpunkte gebildete 
120" witliiilt (ji. a. 0. S. 310). Aus eiuer pbjäiscb möglichen 
liofort ein'" i;;iinögliche, v.-fTm m"ii eine dei- Richtun^^en nach 
^, um 180° Terschiedene. flbergehen läßt. Anch wenn die 
ÖDg dennucli ein Resultat, aber eine der Hiehtnugeu auf C 
'igrändert, Nacb C,xv^". l^i T.n:i die P<iTHr:xr>TBclio Anfgabe 
(2) oder was dasselbe ist, da die Summe der Winkel in 

sin(a,-^), mu{%-A,) 

besitzen »ie niclit dasselbe Vorzeichen, so müßte nach der 

dero ifal r.uBerhalb des i'.m J,, A,, A^ bfcbri ebenen 

[^ber a. a. 0. S. 326—330. Das Kriterium gilt nicht, wenn 

null sind. Alsdann liegt C auf der Peripherie des durch 

n r lle V rl nu le \ fgahc zww unbestimmt, doch kann 

iw ndlnnj, lur ( j angegeben (S. 31!) — 320, a. a. 0.), aus der 
|hUs 1 vo „eht J. h r g 6 ist 
A^A^C+ CA 1, 

Ag i (. <iOs CA^A +C08 4 J^C'sin 0.4^^1,), 



m 31 ' (4) 




miirih Mnk lln& linh linh linh Türti Wlinh 



20 GAu888che Gleichungen zur PoTHSNOTSchen Aufgabe. 

§6. 

Andere Form des Gaußschen Kriteriums. 

Man findet bei Gauss noch eine andere Form des Eriterinms für die physische Möglichkeit 
der PoTHENOTschen Aufgabe^ bei der die Lagen der Punkte durch komplexe Größen dargestellt werden. 

Es seien a^, a^, o, und die komplexen Zahlen, die den Festpunkten J.^, A^j Ä^ und dem 
Standpunkte G entsprechen, so daß also, wenn x^, y^ die rechtwinkligen Koordinaten von Ä^ sind, 
«1 = a?! + iy^ ist, usw. i bedeutet hierbei die ims^inäre Einheit. Femer sollen a/, a/, a^ und / die 
zu ihnen konjugierten Größen bezeichnen, also o^ = x^ — iy^^j usw. a/ ist demnach das Spiegelbild 
von a^ in bezug auf die rr- Achse. Versteht man noch unter a^,^ den Winkel, den in G die Parallele 
zur a?-Achse mit der Strecke GA^ « r^ bildet, also das Azimut von Ä^ in C, ferner unter ai.^ das 
Azimut der Seite Ä^,^^ 8^,^^ so ist: 

a^—e =ri(cosao.i + isinao.i) = ric'*^-», ar, — x? = rge*^«, o» — ^er « rje***«», 

0^ — aj — «1. 20**1», a^^a^ = h^z^^^'^y ^s^- 

und 

öj' — j6r'= riC"'^», usw. <h ~^ a(^ ^^.jC"'^''; ^sw. 

sowie 

(«1 — d) {fll — e) = r^j usw. 

e ist die Basis der natürlichen Logarithmen. 

Ersetzt man in den Gleichungen (4) und (2) die Winkel zunächst durch die Azimute, so 
lauten sie: 

. / . {^ sin (ao.8 - «02) + ^s sin {a^,^ - a^,^ + r, sin («o., - cto.i) } 
= rT~ ^^ («o-j-^o.» - (»1 s-Oi.«)) = 7T~ ^ K.i -«o.8-(««.i -Osj)) (&) 

Li dieser Gleichung setzen wir an Stelle der Sinus die Exponentialgrößen und weiter die den 
letztem entsprechenden komplexen Größen. Dann ist z. B.: 

sin (ao.8 — a^,^ = . {r^^^^-^ • r^e'^"^"^ - rge*^« • raß-'**«») 

= 27^ ((ct8-^)(aa'-^') - («2-^)«-^')), 

ebenso wird 

rj, sin (ao.i-ao-s) = 27;;~r7r (^»-^)(«8'-0{(«i-^)K-^) - («5-^)«-^), ^s^- 
Femer hat man 

- (a,' - äO («, - «) (a,' - OiO (o, - Ol) } , usw. 
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Wird 

gesetzt, so geht mithin die Gleichung (5) über in: 

Q = (ai-^) (a/-0 {(a»-^) «-^0 - (0^2--«^) «-Ol 
+ ia^-z) {(H-g) {(»1-^) K'-^O - («3-^) K-^')} 

+ (a,-0) (a,'~/) {(0, -z) (a/-£rO - (a,-;.) «-£iO} ^6) 

= (a, - z) {a^ - /) (aj - aj (a/ - a/) - (a, - 0) (o»' - z^ (a, - a^ (a/ - OiO 
= («1-0) «-^0 (flfs-«,) (aZ-ajO - (a,-if) {fh-z') {a^-a^ «-0 
- (oj-xr) [a^-z') (04-05) {(h-O - («1-^) («»'-^O («Ä-ös) «-0- 

(Vergl. Gauss a. a. 0. S. 321.) 

Die physische Möglichkeit der PoTHENOTschen Aufgabe beruht demnach darauf, daß die letzten 
drei Ausdrücke einerlei Vorzeichen haben. 

Ist der Standpunkt G gleichzeitig der Anfangspunkt der Koordinaten, also xr =» 0, und fallt 
außerdem die Nullrichtung der auf G beobachteten Richtungen mit der o;- Achse zusammen, so ent- 
sprechen die zu den komplexen Größen a^, Og, a^ gehörigen Winkel den beobachteten Richtungs- 
werten ^1, ^, ^j, denn es ist jetzt a^— r^e^^. Für die physische Möglichkeit der Aufgabe ist dann 
nach vorhergehendem erforderlich, daß 

mit den beiden andern Ausdrücken, die durch zyklische Vertauschung der Indizes hieraus folgen, das 
gleiche Vorzeichen hat (vgl a. a. 0. S. 322). 
Indem man in den Gleichungen (6) 

(fl, -z)(a^-z)^ Ä usw. (7) 

(öi-^)(«i-^)-jP8 
also 

P% -Ä "- («1 -^) («s-o») asw. 

P^- Pi -- {(h- ») (fli-(h) 
setzt, erhält man aus ihnen die Identitäten: 

Ö = A Pz — AJP,' + i>8 p/ — J)il?a' + 1>, p,' — p,jPi' 

= (a-a) (pi'-aO - (pi-a) (a'-aO 

^ (jPä-Ps) (Pi-Pil - (i>«~a) {P%-Pf!) 

- (Pt-Pi) {Pz-P{) - (Pa-A) {Ps-Pil' 

Geht man umgekehrt von diesen aus, wie es Gauß getan hat (a. a. 0. S. 321), so kommt man also 
auch zu den GL (5). 

Wir wollen nun die Substitution (7) zu einer geometrischen Darstellung derselben benutzen. 
Konstruiert man zu Ä^, A^, Ä^ die Bildpunkte P^, P,, P^, die den komplexen Größen 
Pi7 A; A entsprechen, so ist, wenn man diese auf den Punkt G bezieht : 
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P\ 



^8^51 



d. h. die Strecken CB^^r^r^y G^%^H'^\} C^A**^!^! l^aten 
\ der Reihe nach die Azimute ao.j+Äosj %% + ^oi» ^oi + «o s* 

Die Richtungen (7Pj, CP„ CPj bilden also dieselben Winkel 
miteinander wie die Richtungen GA^j GA^, GA^, nur liegen 
sie in entgegengesetzter Reihenfolge. Da femer 

wird, so folgt, daß im Dreieck PjP,Pg: 

und das Azimut 

von P^P^ gleich ao.^+ai.» 
von P^P^ gleich »01 + ^8 
von P1P3 gleich ao^ + aji 

ist; mithin wird: 

^ A = 0^02 + «8.1 - (0^0.8 + «2.1) = fl^o.2 - fl^o.8 - («12- «i-s) 
<^P, = ao.a + ai.,- K.i + 0^8-2) = »0.8- öto.i- (o^.j — aa.i) 

^ -Ps = «Ol + «8.3 - (002+ ö^i.b) •=■ «0.1 - «02 - («81— ötj.,). 
Die Anwendung des Sinussatzes auf das Dreieck P^P^P^ ergibt daher: 

n«2.8:^2«S.l=*'8«1.2— BM«0.2~«0.8--(«1.2-«1.8)):"n(«0.8--»0.l"-(«2.8--«2.l)) 

: sin(ao.i— «02— («äi— «a^))- 
Tragt man nun von C aus auf CA^y C7^„ C^^ der Reihe nach 




Fig. 7. 



(8) 



n 



M M M 

ab, WO m eine beliebige Eonstante bedeutet und n ^ r^r^r^m ist, so wird man nach obigem ein dem 
Dreieck PiPjP« ähnliches Dreieck P^P^P^ erhalten: 

Bildet man demnach die Dreieckspunkte A^y A^, A^ von C aus nach reziproken Radien ab, 
so entsteht ein Dreieck P^P^P^y für das die Beziehung (8) gilt. 

Hierauf gründet sich der geometrische Beweis von Gauss (a. a. 0. S. 332/333). 

Die Punkte P^, P,, Pj, also auch die Punkte P^', P,', Pg', liegen in einer Geraden, wenn C 
sich auf der Peripherie des um A^y A^y A^ beschriebenen Kreises befindet. 



§7. 

Die Gollinsschen HilfBpnnkte und ihre Benntznng znr Ableitimg 

des Gaußschen Eriterinms. 

Im AnschloB an das Vorhergehende werden wir nan zonächst eine andere Beziehung bei 
der PoTHENOTschen Aufgabe entwickeln, die von Gauss ohne Ableitung g^eben ist. 
Man setze 
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«8« (o,'-/) {(aj~^) «-/) - (ai-^) «-/)} = 2irir8r3e-'«»-. 8m(ao.,-ao.,), 

dann ist 

Oj + «3 + «8 = 
und 

a^ff^'^y a^ff^'* und cc^ef^* 
yerhalten sich wie reelle Zahlen. 

Für Q ergibt sich jetzt aus (6): 

- 2irir8r8(ri sin («0. 8— ao-,) + r, sin(ao.i— ao.8) + r, siii(a,j.,-ao.i)). 
Wir nehmen nun an, daß B^ ein Punkt sei; der in der Richtung CA^ liegt; ebenso liege B^ 
in der Richtung GA^ und Jß, ^^ ^^^ Richtung CA^. Zu JB^, ^^^ ^8 ^sollen die komplexen Größen 
\} ^s> ^8 gehören. Femer sei B^A^^ q^j B^A^^^q^ und B^A^'^q^, Es ist abo: 

o, - 6, = ft««««^-. (11) 

oj - &s =- c«^"-; 

liegt B, in der Verlängerung yon r, über ^, hinaus, so ist 9, negatiy zu nehmen. 
Mithin wird 

«iK-M - ^ir^r^^^ . pi sin(ao.8~flS>.,) 

Bestimmt man nun q^, q^^ q^ dadurch^ daß man 

Qi sm(ao.8-«o.8) = Q$ ^^^(%.i-<^o.i) ^ Qz 8in(öo.8-«o.i) 

— ri sin(ao.8-ao.j) + **« sü^K-i — ^^os) + ^s sin(ao.,-ao.i) 
setzt, so wird 

_^ . r,sin(ao.^ — ao.,) + r,8in(ao.,--ap.^) 

n =.•• i ^>«iP(«o- i-«o.i) + »'igi^(qo.8 — «0.1) 

^, B> ^8 -t 



(12) 



Ps = ^8 + 



oder nach (9) und (10): 



r^ jin(ao -sJT. «0-1 ) + ^ ghi(ao.,-.ao.,) 
8in(ao.i— «o.i) 

Oje*"»'! 



Indem man aber diese Werte in (11) einsetzt, erhält man die Gleichungen: 

«1*1 +«^«2 +«8 «8 ==0 

«1»1+ «2^2 + 08^8 """O (14) 

«1^1+ «2^+ «8^8 = 0; 

(vgl. Gauss a. a. 0. S. 307). 
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Bestimmt man umgekehrt aas diesen Gleichungen b^, b^, b^, wobei die o^, o,, a, die in (9) 
gegebene Bedeutung haben^ so ergeben sich rückwärts die Gleichungen (11) d. h.: die drei Linien 

Ä^B^, Ä^B^j ^8^8 schneiden sich in 
dem Punkte C^ in dem ihre Azimute 

00. 1, «08 ^"^^ ^08 8^^- 

Die durch die Gleichungen (13) 
dargestellten Punkte B-^j B^ und B^ sind 
aber nichts anderes als die CoLLiNSschen 
Hilfspunkte. Bekanntlich findet man 
diese, indem man durch je zwei Fest- 
punkte und den Standpunkt C einen 
Kreis legt und den Schnittpunkt desselben 
mit der Richtung nach dem dritten Fest- 
punkte bestimmt. 

Für die Fig. 8 ist nun nach dem 
PTOLEMAischen Satze , wenn B^yB^yB^ 
jetzt die GoLLiNSschen Hilfspunkte be- 
deuten: 

CB^ ' A^A^ = rj • A^B^ — r, • B^A^ 
CB^ . A,A^ - ri . A^B^ - r« • B^A, 
CB^ . A^A^ = r, . A,B^ + r, • JB,^. 

Da aber die Dreiecke A^A^Byj 
A^A^B^ und A^A^B^ einander ähnlich 
sind, weil sie die Winkel zwischen den beobachteten Richtungen auf C enthalten, so ist 

— sin (ao., — %,^ : sin {a^,^ - a^,^) : sin (a^,^ — «0.1)- 




Fig. 8. 



Folglich wird 



CB,^- 

CB^-'V 
CB^^^ 



U sin (Oo.s — tto.O + fa sin {a^.^ — a^.^) 



und da 



ist: 



B^A^ ■" **i — ^-^1» 



»"8 


Bin(ao 


1— «o.*) + n«n(Oo 


■8 


— «0 s) 


n 


sin(ao 


ß"» («0.8 — «Ol) 

.« — «o.8) + *'«ßi»(«o 


•8 


— »Ol) 




^s^ 


Bin(ao.i — a^. 

- r, + CB„ 


>) 




; 

--B,^, 



r. 



C^ 



(15) 



B^A^ sin («08 -«0.«) =" ^jA si^ Ki — «^08) =—-58^ sin K.8~«o.i) 
= ri sin («08-0^0.,) + r, sin («0.1 — ap.,) -f r, sin (ao.j — ßfo-i)- 
Mithin ist nach (12) 

Man kann nun auch leicht wieder zu dem GAUSSschen Kriterium gelangen, luLmlich dadurch, 
daB man andere Ausdrücke für B^A^j B^A^ und B^A^ herstellt. 



§ 8. Ableitung der rechtwinkligen Koordinaten des Beobachtnngspnnktes. 25 

Im Dreieck CÄ^Ä^ ist, A A^-=^ s^.^^ s^ gesetzt: 



und im Dreieck B^A^Ä^i 



also wird 



gi.a ^ sin Ä^ CA^ ^ sin(ao., — ap.,) 
r, ** sin CA^ A^ sin J^ B^ ^ 

JB| A^ sin J?| jfi^ ^j 
«1 ., *" sin A^ B^ A^ 



jR A ^^ *^ •'**•> Bin B^ ^ ^ 

oder da 

^ -Bj^^i = 360^ - {^A,A^A^ + 18(y>- ^B,C^) « 180«+ %.^-%., - (a3.i-«8.i) 
ist^ 

1^ r, sincao.a— a«.,) 

Ebenso findet man aus den Dreiecken CA^A^ und B^A^A^i 

und aus den Dreiecken CA^A^ und ^jd^^,: 

Die Substitution dieser Werte in (15) liefert die GAUSSschen Gleichungen. 

§8. 

Ableitung der rechtwinkligen Koordinaten des Beobachtnngspnnktes. 

Die Gleichungen (13) können nun dazu dienen, aus den rechtwinkligen Koordinaten der Fest- 
punkte A^^ A^f A^ und den beobachteten Riditungswerten auf dem Beobachtungspunkte C die recht- 
winkligen Koordinaten des letzteren abzuleiten. 

Zunächst sieht man, daß man, ohne die Gleichungen (13) zu andern, in den Ausdrücken (9) 
für die a den ihnen gemeinschaftlichen Faktor 2irir^r^ weglassen kann. Dann fällt dieser auch in 
dem Ausdrucke für tt^Oi + a^a^ + cc^a^ fort; es ändert sich also auch nichts in den Formeln (13) für 
die Q und daher auch nichts an den Gleichungen (11) und (14). Zweitens kann man aber auch in 
den Formeln für die a an Stelle der Azimute Oq., die von irgend einer Nullrichtung ab gezahlten 
Richtungswerte t^ setzen, so daß wenn u eine Konstante bedeutet, 

ist, ohne daß die Gleichungen (11) bis (14) geändert werden. Versteht man also jetzt unter t^ 
die beobachteten Richtungswerte auf (7, so lassen sich in diesen Gleichungen die a durch die folgen- 
den Ausdrücke ersetzen: 

«1 «=e-'^sin(/i — ^) 

a, = e-'^ sin (t^ - <,) (16) 

flf, «— e~'^ sin (^ -- O* 

Da sich diese von den früheren Ausdrücken (9) nur um den konstanten Faktor 2ir^r^r^er^^ 
unterscheiden, so bleibt auch hier die Beziehung 

^ , «i + «, + «,«0 (17) 

bestehen. 

Krflger, Bedlngangiglelohnngeu fOr Liuleimetxe und für RflekwArtMlniolmitte. ^ 



26 6AU88Bche Gleichungen zui PoTHjuroTtchen Aufgabe. 

In einem beliebigen rechtwinkligen Koordinatensystem sei die Lage der Festpunkte Ä^, A^, Ä^ 
durch die komplexen Größen 

»1 - a^i + iy^, o» - ^2 + iVif «« - a;, + iy^ 

bestimmt^ während zu den Punkten B^, B^, B^ die durch die Gleichungen (14) erhaltenen komplexen 
Großen 

6i - Si + iVif h = h + *92; h^U + iVz 

gehören mögen. Die Lage des Beobachtungspunktes C soll der komplexen Ghröße 

x + iy 
entsprechen. 

Zur Bestimmung des letztem genügt eine der Gleichungen (14)^ da^ wenn z. B. das Azimut 

von Ä^C bekannt ist, es auch die Azimute yon Ä^C und A^C sind. Wegen (17) erhalt man aus 

der ersten Gleichung (14): 

und hieraus, indem man fQr a, b und a die Werte einsetzt: 

+ (^«— ^+»(y3— yi)) «n (^-'i) (<^s (^1- V + * sin «1 - tj)) } 

-i[a?,-fl?i-(y,-yi)ctg(^-^0-K-^i) + (y8-yi)ctg(<8-O]}- 
Setzt man 

«s - «i - (»« - »i) ctg (^ - <i ) - 6, . 1 

«8 - ^i - (y«-yi) ctg (^-«i) - 6s.i .Jg. 

(^-^i) ctg (^-0 + y, - yi = %.i 
(^,-«i) ctg (^ - Q + yt-yi'^ %.i, 

so wird 

{ctg (^,~<i) - ctg (f,-<j))(E^_a:, + i(9,~yi)) = %., - %.i ~ »(^i-ls-i)- (19) 

Dadurch ist die Lage des COLLiNSschen Hilfspunktes B^ bestimmt 

Bezeichnet o^.q in ^^ das Azimut von B^, dann ist das Azimut von C ebenfalls gleich a^.Q 
oder gleich o^.o ± 180^. Es wird aber nach (19) 

t«oi.,-fEt- — T^~- (20) 

Ist hieraus das Azimut von Ä^C berechnet, so findet man auch leicht die Azimute von A^C bzw. 

A^C] es ist z. B. 

Az. {A^C) - Az. {A^ (7) + ^ - t^. 
Nun ist aber 

tg(^c)-^«...-J=*■ 

(«-«i)(tgo».o-*Ä«i.o)-(«i-*i)tg«i.o-(yi-yi) (21) 

y-yi-(af-«i)<««i.o- 



mithin wird: 



§ 9. Andere Ableitung der Lage des BeobachtongspunVies. 27 

Formt man die erste dieser Gleichungen um, indem man 



tgOli 



ietst, so wird 
oder nach (20): 



l-tgai.o<«(<i-«i) 



(22) 



{x-x^ (1 + tg» Oi.o) - f«.i + %.i tg ai.o 

fc ♦! »t-l »8-1 

Ist hieraus ^ — n;^ berechnet, so ergibt sich y — yi aus der Gleichung: 

y-y.--^^Z|^(«-«i); (23) 

1l . 1 18 . 1 

es ist auch 

(24) 

. — _ — _ _. • 



78-1 68.1 fc _ 



Setzt man 



i-Ä, 



SO hat man femer: 

x-x^^ Ä(%.i - %.i)' y - yi ^ — Kit.i -Sa.i); 

das sind die Formeln von Lindemann und G. Runge. ^) 

Die aus der Entwicklung der andern beiden Gleichungen (14) folgenden Ausdrücke i^r x ^ x^y 
y — yt hzw. X — x^y y ^yz ergeben sich aus den obigen durch zyklische Yertauschung der Indizes. 

§9. 

Andere Ableitung der Lage des Beobachtnngspnnktes. 

Die Lage des Festpunktes A^ soll wie im vorhergehenden durch a^^ x^ + iy^, v » 1, 2, 3, 
und die Lage des Beobachtungspunktes C durch e ^ x + %y bestimmt sein« Die dazu konjugiert 
komplexen Großen seien «/— ^, — »y, und e^x — iy. Femer sei wieder t^ der auf C beobachtete 
Richtungswert nach dem Festpunkte A^j der durch ZufQgung der Eonstanten u in das Azimut a^,^ 
übergeht, also 

mit r^ — CA^. 



^ Limdkmaxm: Einige BerechnimgBaiten für die PoTanoTSche Aufgabe usw. Zeitschrift für VennesBungswesen 
VIL Band (1878), S. 869—387. 

C. BuiroB: Das Bflckwftrts-Einschneiden mit Koordinaten. Zeitschrift fOr Vermessangswesen XXJQI. Band 
(1894), 8. 804—307. 
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§ 9. Andere Ableitung der Lage dee Beobachtongepmiktes. 27 

Formt man die erste dieser Gleichungen um, indem man 



Beirt, so wird 
oder nach (20): 



(22) 



ix-x^) (1 +tg» o^.o) - |,.i + i?,.i tg aj.o 

^11 —^8 1 

Ist hieraus x — x^ berechnet, so ei^bt sich y -—yi aus der Gleichung: 

y-vx — ^^Zf^(«-*i); (23) 

es ist auch 

(V V)fl I ^^* *^^* ' V) — 1? — S ^»^ " "^a.i ^ fe i ^11 — 6 i 1 ^8 1 

l \Cfl »8-i/J *6».i Sb-i Sl-l *8-l ^^.^ 

(24) 

ft .1 »81 



vsi *».i 1 ZT 



Setzt man 

(«..|-«8.|)'+(l..l-^8.l)" ' 

SO hat man femer: 

das sind die Formeln von Lindbhann und C. Runge. ^) 

Die aus der Entwicklung der andern beiden Gleichungen (14) folgenden Ausdrücke fdr ^ — o^, 
y ^yt bzw. X — x^, y "-y^ ergeben sich aus den obigen durch zyklische Yertauschung der Indizes. 

§9. 

Andere Ableitung der Lage des Beobaclitangspnnktes. 

Die Lage des Festpunktes Ä^ soll wie im vorhergehenden durch a, => a;^ + iy,,f v '^ 1,2,2, 
und die Li^e des Beobachtungspunktes C durch e ^ x -\-iy bestimmt sein. Die dazu konjugiert 
komplexen Ghroßen seien ä/— rr, — iy^ und b' «^ x — iy. Femer sei wieder t^ der auf C beobachtete 
Richtungswert nach dem Festpunkte A^, der durch ZufÜgung der Eonstanten u in das Azimut a^., 
übergeht^ also 

mit r^ — CA^. 



*) LiMDBifAHH: Einige BeredmungBarten fQr die PoTanoTflche Aufgabe usw. Zeitschrift fSr YermesrangsweBen 
Vn. Band (1878), S. 869—387. 

C. BüHGs: Das Bückwftrts-Einschneiden mit Koordinaten. Zeitschrift fCir Yeimessnngswesen XXIII. Band 
(1894), S. 804—807. 
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20 GAusssche Gleichungen zur PoTHENOTSchen Aufgabe. 

§6. 

Andere Form des Ganßsclieii Kriteriums, 

Man findet bei Gauss noch eine andere Form des Eriterinms für die physische Möglichkeit 
der PoTHENOTschen Aufgabe, bei der die Lagen der Punkte durch komplexe Größen dargestellt werden. 

Es seien a^, a^y o^ und js die komplexen Zahlen^ die den Festpunkten Ä^, A^y Ä^ und dem 
Standpunkte C entsprechen, so daß also, wenn x^j y^ die rechtwinkligen Koordinaten von Ä^ sind, 
ai'=* Xi + iy^ ist, usw. i bedeutet hierbei die imaginäre Einheit. Ferner soUen a/, a/, a^ und / die 
zu ihnen konjugierten Großen bezeichnen, also o^ = x^ — iy^j usw. a/ ist demnach das Spiegelbild 
von a^ in bezug auf die n^ Achse. Versteht man noch unter a^,^ den Winkel, den in G die Parallele 
zur 07' Achse mit der Strecke GÄ^ « r^ bildet, also das Azimut von Ä^ in C, ferner unter üi.^ das 
Azimut der Seite J.;^.^ =» Sj^.^, so ist: 

a^ — e =»ri(cos »Q.i + t sin ao.i) ^riß*^-!, a, — je? = rgC*^«, a, — jer -= r,c*^o», 

und 

Oj' — /= riC"'*"«»», usw. Og'— öi'= Äi.jC""*»*«, usw. 

sowie 

(«4 — 0) (a^ — jßf') = r^*, usw. 

e ist die Basis der natürlichen Logarithmen. 

Ersetzt man in den Gleichungen (4) und (2) die Winkel zunächst durch die Azimute, so 
lauten sie: 

. / s {^1 81» («o.s -öoa) + ^% ^^ Kl -^o.s) + ^8 sin K.8 - »Ol)} 



= 77— sin («0. 2—^0.1 ""(^.» — öta.i)) = Q. 

Li dieser Gleichung setzen wir an Staue der Sinus die Exponentialgroßen und weiter die den 
letztern entsprechenden komplexen Größen. Dann ist z. B.: 

sin (ao. 8 — 00. 2) = ^jTir (r8^'*'*'^2ß""'°**-^2^'*"'-^8ö"''*^*) 

= aT^r^ ((<^ - «)(«»'—«') — («» — «)(«$'— JB'')), 

'•1 sin (rto.»-ao.j) = a«r,^r, r. K-^') «-''){ («»-«) («»'-«') " («»-«)(«»'-«')}; 
ebenso wird 

r, sin (oo.i - o». j) = äT?^ ("« " *) ("»'- O I («1 " *) «- «0 -(«»-«) (»1'- ^) } . '"w- 
Femer hat man 

8in («0.8 - «0.» - («I . j - »1 .»)) = 2irrl g { ('^ ~ *)('^' "" ^')("« ~ "»)(''«' ~ '*»') 

^'MM^l -Sn -8 



§ 6. Andere Form des GAussschen Kriteriums. 
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Wird 

2trir,rjS,., «1,^,0 =» Q 

gesetzt, so geht mithin die Gleichung (5) über in: 



Q = («1 - z) (a^ 
+ (a,-«)(a, 

+ (o« - «) («« 
= (a, - e) (fl, 

= («1 - ^) (.« 



(6) 



-^0 [{a,-z) ifl^-z') - {a,-z) («,'-/)) 

-/) {(«, -z) ia,'-z') - {a,-z) (o,'-*-)} 

- z') (o, - Ol) (a,' - a/) - (o, - «) (a,' -z'){a^- o,) « - a,') 

- «0 (a» - o») (oi' - «j') - («» - «) («i' - «0 («1 - «») « - «jO 
= («!-«) («i' - !>') («1 - «s) (»»' - ««') - («1 - ") («»' - «0 («» - «s) « - »«O • 

(Vergl. Gauss a. a. 0. S. 321.) 

Die physische Möglichkeit der PoTHENOTschen Angabe beruht demnach daranf, daß die letzten 
drei Ausdrücke einerlei Vorzeichen haben. 

Ist der Standpunkt C gleichzeitig der Anfangspunkt der Koordinaten, also ^ — 0, und föllt 
außerdem die Nullrichtung der auf C beobachteten Richtungen mit der a;- Achse zusammen, so ent- 
sprechen die zu den komplexen Größen (t^y a^, a^ gehörigen Winkel den beobachteten Richtungs- 
iirerten ^, ^, ^, denn es ist jetzt a^—r,«"». Für die physische Möglichkeit der Aufgabe ist dann 
nach Torhergehendem erforderlich, daß 

OsOj'C«! - «i) («»' — «lO — «»«»'(»» - «i) («j' - «lO 
mit den beiden andern Ausdrücken, die durch zyklische Vertauschung der Indizes hieraus folgen, das 
gleiche Vorzeichen hat (vgL a. a. 0. S. 322). 



also 



Indem man in den Gleichungen (6) 

(oj - ') («8 - «) = Pi 
(«8-«) («!-«) =A 



usw. 



(7) 



Pi —P% 



(o,'-ä')(o»'-«i') 
usw. 



l>i-l>» = (a»-«)(o»-«i) 

A-i>» = (ffi-«)(a»-a») 

Pt-Pi='(<h-'i)(<h-<h) 

setzt, erhält man aus ihnen die Identitäten: 

Q - 1>, p,' - p^p^' + pg p/ - p^p,' + j,, p,' - p,p^' 

= (Pi-Pi) (Pi'-Pt) - (Pi-Pt) iPi'-Pt) 

= (P»-A) (ft'-PiO - (P»-Pi) (ft'-ftO 

- (P»-Pi) (Jh-Ptl - (P»-Pt) (Pi'-Pi')- 

Geht man umgekehrt von diesen aus, wie es Gauß getan hat (a. a. 0. S. 321), so kommt man aUo 
auch zu den GL (5). 

Wir wollen nun die Substitution (7) zu einer geometrischen Darstellung derselben benutzen. 
Konstruiert man zu Ä^, A^, A^ die Bildpunkte P^, P,, P„ die den komplexen Größen 
J'ii Pt) P» entsprechen, so ist, wenn man diese auf den Punkt C bezieht: 
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GAüSBBche Gleichnngen zur PoTHSNOTBchen Aufgabe. 



^2^8 1 



d. h. die Strecken CP^^r^r^, C^-Pj^^^s^i? GPz'^^i^t haben 
der Reihe nach die Azimute «oa+^o-sy ^os + ö^oi» «oi + «o 2' 
Die Richtungen GP^, CP^y CP^ bilden also dieselben Winkel 
miteinander wie die Richtungen GÄ^, GÄ^, GA^, nur liegen 
sie in entgegengesetzter Reihenfolge. Da femer 

ft — i>8 = riS,.3C*'(«»»+^») 

wird, so folgt, daß im Dreieck P^^Pj^P^: 

-tgii — rj^i.j, •m"2~^i*2b> Pi^z' 

und das Azimut 

von P,Pi gleich «0.8+01.2 

von P^P^ gleich Oo.i+öj.s 

von P1P3 gleich ao.2 + «si 
ist; mithin wird: 

<^ Pj = ao., + Oj.i - («0.3 + ^.1) = 0^0.2 - »0-8 - («12- «i-j) 
^ Pj « ao.8 + «1.1 ~ (^0.1 + ^8.2) = «0.8 - ^o\ - (0^2. 8— «2.1) 

<^ Pj = ao.i + 0^.8 - («0.2+ «l.s) = «0.1 - «0.2 - K.l — »8.2)- 

Die Anwendung des Sinussatzes auf das Dreieck P^P^P^ ergibt daher: 

'•l«2.8-»'2«8.1-*'8^1.2-ßi^(«0.2— ^0.8-(%.2~«l.s)):8in(ao.8— ao.l--(«2.8-«2.l)) 

: sin(ao.i-- %,%— («bi— ^^O- 
Triigt man nun von G aus auf GA^y GA^, GA^ der Reihe nach 




Fig. 7. 



(8) 



M M ^8 

ab, wo m eine beliebige Eonstante bedeutet und n » r^r^r^m ist, so wird man nach obigem ein dem 
Dreieck P^P^P^ ähnliches Dreieck P^P^P^ erhalten: 

Bildet man demnach die Dreieckspunkte A^^ A^, A^ von G aus nach reziproken Radien ab, 
so entsteht ein Dreieck P^P^P^^ für das die Beziehung (8) gilt. 

Hierauf gründet sich der geometrische Beweis von &AUSS (a. a. 0. S. 332/333). 

Die Punkte Pi, P„ Pj, also auch die Punkte P/, P/, P3', liegen in einer Geraden, wenn G 
sich auf der Peripherie des um A^, A^^ A^ beschriebenen Kreises befindet. 



§7. 

Die Gollinsschen Hilfspmikte und ihre Benntzang zur Ableitung 

des Ganßsclien Eriterinms. 

Im Anschlaß an das Vorhergeliende werden wir nun zoiüchst eine andere Beziehung bei 
der PoTHENOTschen Aufgabe entwickeln, die von Gauss ohne Ableitung g^eben ist. 
Man setze 



§ 7. Die CoLUMsschen Hilfspunkte und ihre Benutzung zur Ableitung des GAüssschen Kriteriums. 23 

«1= («i'—^O {(«8—^) (V—^') — («»~^) («»'— ^')} ^ 2irir,rje-'^-»Bin(ao.,— tto.,) 

«s=" K'-^') {(ö^s-^) «-^0 - («1-^) «-0} = 2irirjr.e-'«o.. Bin(ao.,-ao.,), 

dann ist 

«1 + «» + «8 = 
und 

c^ef^-^, a^ef^* und a^ef'^* 
verhalten sich wie reelle Zahlen. 

Für Q ergibt sich jetzt aus (6): 

— 2irir,r3(riSin(ao.8— ao-j) + r, sin(ao.i— »o.») + r, sinCa^., — ao-j)). 

Wir nehmen nun an, daß B^ ein Punkt sei, der in der Richtung CA^ liegt; ebenso liege B^ 
in der Richtung CA^ und f, in der Richtung CA^. Zu B^^ B^, B^ soUen die komplexen Größen 
^i; ^%y ^8 gehören. Femer sei B^A^^ g^y B^A^ = q^ und B^A^^q^, Es ist also: 

tti — 6j = pj^^^oi 

Oj — 6g = PjC**^* (11) 

«8 - ^8 = p8^''-*; 

liegt jBy in der Verlängerung Yon r^ über A^ hinaus, so ist q^ negativ zu nehmen. 
Mithin wird 

«i(«i-^) ^ ^ir^r^r^ - f^ sin(ao.8-ao.«) 

«8 («8—^8) ^ ^frirgrg • pj sJ^K-a-^o-i)- 
Bestimmt man nun q^, q^, q^ dadurch, daß man 

Pi 8in(«o.8~«o.8) = 9i sinCao.i-ao.s) -= (>s sin(ao.,-ao.i) 

-=ri 8in(ao.8-ao.j) + r, sin(ao.i--ao.8) + r^ sin(ao.j-ao.i) 
setzt, so wird 

r,sin(ao.i — ao.,) + r,8in(ao., — ao.O 



(12) 



Pl =- *•! + 
?«=•»■« + 
P8 = »"8 + 



r,sin(ao.,-ae.^) + r^Bm(ao.3 — g^.,) 
8in(ap.i — ttp.,) 

n ßhi(ao .8 — a^ .,) + 1*! 8in(ao .t — «o .») 



oder nach (9) und (10): 



8in(ao.,- 


«8 «8 




«8 «8 



Pl 



_. **i «*i -r «1 «*i -r "8^*8 /i Q\ 



Qi 



«i«i + a»«i+a8«8 



«3«'^» 



Indem man aber diese Werte in (11) einsetzt, erhalt man die Gleichungen: 

«i6i + a,ag+ ccs^^O 

aiai+a,6g + a,a,=-0 (14) 

«1«!+ «808+ «363 = 0; 

(vgl. Gauss a. a. 0. S. 307). 
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GAusssche Gleichungen zor PoTHRNOTSchen Aufgabe. 



Bestimmt man umgekehrt aus diesen Gleichungen \, b^, h^^ wobei die o^, Og, a, die in (9) 
gegebene Bedeutung haben^ so ergeben sich rückwärts die Gleichungen (11) d. h.: die drei Linien 

Ä^B^, A^B^f A-^ schneiden sich in 
dem Punkte C, in dem ihre Azimute 
tto.i, tto.a und a^,^ sind. 

Die durch die Gleichungen (13) 
dargestellten Punkte B^, B^ und B^ sind 
aber nichts anderes als die GoLLiNSschen 
Hilfspunkte. Bekanntlich findet man 
diese^ indem man durch je zwei Fest^ 
punkte und den Standpunkt C einen 
Ereis legt und den Schnittpunkt desselben 
mit der Richtung nach dem dritten Festr 
punkte bestimmt. 

Für die Fig. 8 ist nun nach dem 
PTOLEMAischen Satze ^ wenn B^^B^yB^ 
jetzt die GoLLiNSschen Hilfspunkte be- 
deuten: 

CB, ' A^A^ = r, . A^B^ - r, • B^A^ 
CB^ . A,A^ - r^ . A,B^ - r, • B,A^ 
CB, ' A^A^ « r, . A,B^ + r, • B,A^. 

Da aber die Dreiecke A^A^Bj^y 
A^A^B^ und A^A^^B^ einander ähnlich 
sind, weil sie die Winkel zwischen den beobachteten Richtungen auf C enthalten, so ist 

= sin (ao., — a^,^ : sin (a^.» - «oi) ' ^^ («os - «o-i)- 




Fig. 8. 



Folglich wird 



CB,^- 



r. Bin (ao.8 — «o-i) + U «« («o-i — «o-i) 



Bin(a<,.,— ao.a) 

^ "" Biß («0.8 — «Ol) 

CB '= — »"igi^K t — «0 .s) + »"i 8in(ao., — (^0 

8 



und da 



ist: 



B,A,^r,--CB,, 



8in(ao.i— Oo.,) 



B^A^ "** *"2 + ^-^2? 



-BjJ.^ra-C^ 



(15) 



^1^ sin (ao.8 -«0. 2) - S^A^ sin («0.1 — öTo») AA ^^ («oj-^oi) 

= rj sin (ao.3 -ao.,) + r^ sin (ao.i — ao.j) + r, sin («0., — flTo.i). 
Mithin ist nach (12) 

Man kann nun auch leicht wieder zu dem GAUSSschen Kriterium gelangen^ nämlich dadurch^ 
daß man andere Ausdrücke fQr B^A^y B^A^ und B^A^ herstellt. 



§ 8. Ableitung der rechtwinkligen Koordinaten des Beobachtongspnnktes. 25 

Im Dreieck GÄ^A^ ist, A A^^ s -^ 8^ gesetzt: 



und im Dreieck B^A^A^: 



also wird 



Va ^ Bin Ä^ CA^ ^ 8in(a^., — ap.,) 
r, ^ ein CA^ Ä^ fAnA^B^A^ 

JBj A^ sin J?| A^ A^ 
«j ., sin Ai Bi A^ 

— *i-8*ii flin B^A^A^ 



■R J __ ^1 •8*'l-l °*" -"1 -^ -^M 

^ ^ r, Bin(ao.t — ao.»)' 

oder da 

^ B^^^i = 36(y> - i^A^A^A^ + lS(fi^^B,CA;) - I8O0+ ao., - %., - (a,.,-a,.i) 
isty 

Ebenso findet man aus den Dreiecken CA^A^ nnd B^A^A^: 

nnd aus den Dreiecken CA^A^ und B^A^A^i 

— KA. z^ *^«*«» «"^(gpi — «0.8 — «»1.1— <»i.8)) . 

Die Substitution dieser Werte in (15) liefert die GAUSSscben Gleichungen. 

§8. 

Ableitung der rechtmnMigeii Koordinaten des Beobachtongspnnktes. 

Die Gleichungen (13) können nun dazu dienen, aus den rechtwinkligen Koordinaten der Fest- 
punkte A^j A^j A^ und den beobachteten Bic^tungs werten auf dem Beobachtungspunkte C die recht- 
winkligen Koordinaten des letzteren abzuleiten. 

Zunächst sieht man, daß man, ohne die Gleichungen (13) zu andern, in den AusdrQcken (9) 
für die a den ihnen gemeinschaftlichen Faktor ^ir^r^r^ weglassen kann. Dann fäUt dieser auch in 
dem Ausdrucke fUr a^Oi + a^a>i + a^a^ fort; es ändert sich also auch nichts in den Formeln (13) fllr 
die p und daher auch nichts an den Gleichungen (11) und (14). Zweitens kann man aber auch in 
den Formeln f&r die a an Stelle der Azimute a^., die von irgend einer Nullrichtung ab gezahlten 
Bichtungswerte t^ setzen, so daß wenn u eine Konstante bedeutet, 

ist, ohne daß die Gleichungen (11) bis (14) geändert werden. Versteht man also jetzt unter t^ 
die beobachteten Bichtungswerte auf C, so lassen sich in diesen Gleichungen die a durch die folgen- 
den Ausdrücke ersetzen: 

ai=.e-*'»sin(^-^) 

a,«6-'^sin(^i-<,) (16) 

a, — c""'^ sin (^ — <i). 

Da sich diese von den früheren Ausdrücken (9) nur um den konstanten Faktor 2ir^r^r^e~^^ 
unterscheiden, so bleibt auch hier die Beziehung 

a,+«, + a, = (17) 

bestehen. 

Krflger, BedlnffangtglelebQngen fQr Liniennetxe und fflr RflekwirtMlascbnitte. 4> 



26 GAüSüBche Gleichnngen zur PoTHSHOTschen Aufgabe. 

In einem beliebigen rechtwinkligen Koordinatensystem sei die Li^ der Festpunkte Ä^, A^j Ä^ 
durch die komplexen Größen 

ai = a?i + iy^j (h^^% + iffif «s "" ^« + *>« 

bestimmt, wahrend zu den Punkten B^, B^, B^ die durch die Gleichungen (14) erhaltenen komplexen 
Größen 

61 - ?i + iVu ^%-h + iV$f h^h + »% 

gehören mögen. Die Lage des Beobachtungspunktes C soll der komplexen Größe 

x + iy 
entsprechen. 

Zur Bestimmung des letztem genügt eine der Gleichungen (14), da^ wenn z. B. das Azimut 

Yon A^C bekannt ist, es auch die Azimute von Ä^G und A^C sind. Wegen (17) erhalt man aus 

der ersten Gleichung (14): 

i _a ^ «»(«1 — «i) + «»(«» — «i) 

und hieraus, indem man für a, b und u die Werte einsetzt: 

+ (^— ^i+»(y»-yi)) «n (^-'1) (cos {t^-t^ + i sin «i-y) } 

-i[a?g-a:i~(y,-yi)ctg(^-<i)-(Ä,-a:i) + (y,-yi)ctg(ft,--0]}- 
Setzt man 

«j - ^ ~ (y%-yi) ctg (tt-h) - g,.i 
«5 - «1 - (y«~yi) ctg (^- <i) = £5.1 

(ii^-a?i) ctg (<|-^) + y, - yi = %.i 

(a:,-a:i) ctg (/j - ^ + y, - yi "- %.i; 
so wird 

{ctg (<,-<i) - ctg (^3-/^) (j^-iCi + i(9i-yi)) -= %.i - %.i - »(Sj.i-Ij.i)- (19) 

Dadurch ist die Lage des CoLLiNSschen Hilfspunktes B^ bestimmt 

Bezeichnet a^,^ in A^ das Azimut von JSj, dann ist das Azimut von C ebenfalls gleich a^,^ 
oder gleich 0^.0+ 180^- ^s wird aber nach (19) 

t««!..-^^ t'Zt' - (20) 

Ist hieraus das Azimut von A^C berechnet, so findet man auch leicht die Azimute von A^C bzw. 

A^C] es ist z. B. 

Az. (A^C) - Az. (Aj^C) + ^ - <i. 
Nun ist aber 

mithin wird: 

(«-a^i) (tg Oj.o- tg »i-o) - («I -«1) tg «».0 - (yt-Vi) (21) 

y-yi = (a^-«i)tg»i.o- 



§ 9. Andere Ableitang der Lage des BeobachtongsptuikteB. 27 

Formt man die erste dieser Oleichungen um^ indem man 



tgöf. 



setEt, so wird 
oder nach (20): 



tggi.o + tg(<, -t,) 



(22) 



(^ -^) (1 + tg* «i.o) - It.i + %.i tg (ho 
Ist hieraus x — x^ berechnet, so ei^bt sich y — yi aus der Gleichung: 

y-9t — ^^E^(a^-«l); (23) 

es ist auch 

(24) 



«1 t: ^11 ^ »'1 

78- 1 fesi 1 ZT 



Setzt man 



Ä, 



80 hat man femer: 

^ -- «1 - Ä(%.i - %.i)' y - yi = - HUi -Is.i); 

das sind die Formehi Ton Lindeicann und C. Runge. ^) 

Die aus der Entwicklung der andern beiden Gleichungen (14) folgenden Ausdrücke {fir x ^ x^, 
y — y^ bzw. X — x^y y ^yz ergeben sich aus den obigen durch zyklische Yertauschung der Indizes. 

§9. 

Andere Ableitung der Lage des Beobachtnngspnnktes. 

Die Lage des Festpunktes Ä^ soll wie im yorhergehenden durch a, => o?, + iy^, v » 1^ 2, 3, 
und die Lage des Beobachtungspunktes C durch ss ^ x + iy bestimmt sein« Die dazu konjugiert 
komplexen (Größen seien «/— i»?, — »y» ^^d z'^x^-iy. Femer sei wieder t^ der auf C beobachtete 
Richtungswert nach dem Festpunkte A^j der durch ZufÜgung der Eonstanten u in das Azimut a^., 
flbergeht, also 

mit fy — CA^. 



^ LufDBMAHv: Einige Beredmungsarten fSr die PoTunoTBche Aufgabe usw. Zeitschrift fOr Yermessungswesen 
Vn. Band (1878), S. 869—387. 

C. Büvob: Das Bückw&rts-Einschneiden mit Koordinaten. Zeitschrift für Yermessangswesen XXJQI. Band 
(1894), 8. 804—207. 

4* 



20 GAusssche Gleichnogen zur PoTHXKOTSchen Aufgabe. 

§6. 

Andere Form des Ganßschen Kriteriums. 

Man findet bei Gauss noch eine andere Form des Kriteriums für die physische Möglichkeit 
der PoTHENOTschen Aufgabe, bei der die Lagen der Punkte durch komplexe Größen dargestellt werden. 

Es seien a^, a^, a, und die komplexen Zahlen, die den Festpunkten A^^ A^, A^ und dem 
Standpunkte G entsprechen, so daß also, wenn x^, y^ die rechtwinkligen Koordinaten von A^ sind, 
^1 "^ ^1 + iy\ ist, usw. i bedeutet hierbei die imaginäre Einheit. Femer sollen a/, a/, o,' und z die 
zu ihnen konjugierten Größen bezeichnen, also o^ = x^ — iy^y usw. a/ ist demnach das Spiegelbild 
von a^ in bezug auf die o;- Achse. Versteht man noch unter a^., den Winkel, den in G die Parallele 
zur ^- Achse mit der Strecke GA^ = r^ bildet, also das Azimut von A^ in C, ferner unter a^,^ das 
Azimut der Seite ^Xfi^ hfi) ^^ ^®*' 

a^—z «=ri(cosao.i + ^'8inao.i) = rie'"^-», a, — jer = rjC^^«, «b — ^ — rje*^»», 

0, — «1 — «1.20'''^; «8 — «2 = ^2.8^'^% ^8^- 

und 

Oj' — /= riC~'"o», usw. «a'— «1'= ^i.jC""*!-», usw. 

sowie 

(oj — 0) {a^ — /) = r^y usw. 

e ist die Basis der natürlichen Logarithmen. 

Ersetzt man in den Gleichungen (4) und (2) die Winkel zunächst durch die Azimute, so 
lauten sie: 

s / s {^1 ^^ K.3 -ö^oa) + ^2 sin K.j -ao.s) + r, sin (ao.j - a^.^)] 
-r7~"'^("o.»-«o.»-(«i 8-%.«)) -rx- sin (Oo.i-«o.«-(«i.i -«».«)) (&) 

» 1 *2 . 8 ^l ^ . l 



— — sin (ao.2 -»Ol - (^^-s - «si)) *= Ö- 



Li dieser Gleichung setzen wir an Stelle der Sinus die Exponentialgrößen und weiter die den 
letztem entsprechenden komplexen Größen. Dann ist z. B.: 



sin («0.8 -«0.2) = iTTT" {r^^''''^*'r^e''*'^'^-r^e''o'^'r^e-'*^-*) 

**^«^8 



a»r,r. 



»•1 sin («o.j-«o.«) = 2«f,V, f. K -*)«-*'){(«»-«) («»'-«') - (o»-«)(»8'-«')}; 

ebenso wird 

r, sin («0.1 - «o-») == Urlr^r, ("» ~ *) (*»'~ ^0 { («i - «) «- «0 - («» - «) («i'- O } , usw. 
Femer hat man 

sin (Oo.8-»o.»-(«i. »-«!•»)) - 2 »>r! < {K-^)(V-g')(«»-«i)«-«iO 

- («»' - «0 («f - «) («»' - O («» - «l) ) > «8W. 



§ 6. Andere Form des GAussschen Kriteriums. ^ 21 

Wird 

2irir,r8Si.,5i.s5,.8Q = Q 

gesetzt, so geht mithin die Gleichung (5) über in: 

Q = (a,^z) (a;-0 (K-^) «-^0 - («»-^) «-^')} 
+ (a,-i?) (a,'-0 {(ö^i-^) («»'-^O - («s~^) K-^O} 

•= K-^) K-^0 K-öi) «-0 - («»-^) (ös'-^O K-öti) (0/-01O 

= K -j?) «-^O (öfs-öj) (»i'-O - (a,-^) (oj'-^') («i-o,) «-0 
« (o,-^) (aZ-xrO (ai-o,) «-ag') - (ai-x?) «-^ i^i-^h) («i'-ö^»')- 

(Vergl. Gauss a, a. 0. S. 321.) 

Die physische Möglichkeit der PoTHENOTschen Aufgabe beruht demnach darauf, daß die letzten 
drei Ausdrücke einerlei Vorzeichen haben. 

Ist der Standpunkt C gleichzeitig der Anfangspunkt der Koordinaten, also g ^0, und fallt 
außerdem die NuUrichtung der auf C beobachteten Richtungen mit der o;- Achse zusammen, so ent- 
sprechen die zu den komplexen Größen Oj, o^, % gehörigen Winkel den beobachteten Richtungs- 
werten tiy t^y ^, denn es ist jetzt a^— r^e"". Für die physische Möglichkeit der Aufgabe ist dann 
nach vorhergehendem erforderlich, daß 

mit den beiden andern Ausdrücken, die durch zyklische Vertauschung der Indizes hieraus folgen, das 
gleiche Vorzeichen hat (vgl. a. a. 0. S. 322). 
Indem man in den Gleichungen (6) 

C«t-^) («5-^) = Pi («i'-O K'-^') "Pi 

(«a-^)(«i-^)--A usw. (7) 

(öi-^)(aj-^)-Ä 
also 

Ä - A = («8 - ^) («8 - »i) Pi - P/ - («s'-^') (V - O 

Pi -jp» -- («1 -^) K-««) °8W. 

P«-Pi = (a»-^)(ai-~a8) 
setzt, erMlt man aus ihnen die Identitäten: 

Q=P2P«'-ÄK + PsPi'-"i>iÄ +AA'-P»1>i' 

= (pi-a) (pi'-a) - (Pi-Ps) (a'-aO 

==- (Ps-Ps) (Pj'-PiO - (A-A) (A -Ps') 

=- (Ps-A) Ü^ä'-aO - (Ps-A) (Ps'-A')- 

Geht man umgekehrt von diesen aus, wie es Gauß getan hat (a. a. 0. S. 321), so kommt man also 
auch zu den Gl. (5). 

Wir wollen nun die Substitution (7) zu einer geometrischen Darstellung derselben benutzen. 
Konstruiert man zu A^y A^, A^ die Bildpunkte P^, P,, P,, die den komplexen Größen 
Pu Pif Pi entsprechen, so ist, wenn man diese auf den Punkt C bezieht: 
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GAüsssche Gleichungen zur PoTHSNOTSchen Aufgabe. 




d. h. die Strecken CP^^r^rg, CP^^r^r^, CP^^r^r^ haben 

der Reihe nach die Azimute «oj+^o«? «oa + «ou ^oi + «o a- 
Die Richtungen CP^y C^P,, CP^ bilden also dieselben Winkel 
miteinander wie die Richtungen CÄ^f CA^, ^^; ^^^ liegen 
sie in entgegengesetzter Reihenfolge. Da femer 



wird, so folgt, daß im Dreieck P^P^P^: 



PtP^ 



8 



TaSm» 



2*'$-l 



Fig. 7. 



und das Azimut 

von P^Pi gleich «0.3+ a^j 
von PjP, gleich «0.1+0^.8 
von P^P^ gleich aoj + a,! 

ist; mithin wird: 

^ Pi = ao., + «j.i - (ao.8 + «2.i) == «0.2 - «0.« - K.2-- ö^i-b) 
^ A"- »08 + «1.2- (^0.1+^8.2) = c^o.3- öto.i - (og.s-aj.i) 

^ -^8 =- «0.1 + 0^2.8 - (»0.2+ ^1-9) *= «0.1 - «02 - («8.1--«8.2)- 

Die Anwendung des Sinussatzes auf das Dreieck P^P^P^ ergibt daher; 

^l«2.8:^2«8.1 = ^8«1.2-8M«0.2-«0.8---(«1.2-'«1.8)):8in(ao.8--«0.1--(«2.8--«2.l)) 

:sin(ao.i— ao.j-Caj.i— o,.,)). 
Tragt man nun von G aus auf CA^y (7^, CJ^ der Reihe nach 



(8) 



n 



n 



n 



»»*^2*'8 = 7-; ^^8^1 — 7-; w^r, = — 

M M ^8 

ab, wo m eine beliebige Eonstante bedeutet und n » r^r^r^m ist, so wird man nach obigem ein dem 
Dreieck PiPjP, ähnliches Dreieck P^P^Pz erhalten: 

Bildet man demnach die Dreieckspunkte A^y A^y A^ von aus nach reziproken Radien ab, 
so entsteht ein Dreieck P^P^P^y fär das die Beziehung (8) gilt. 

Hierauf gründet sich der geometrische Beweis von Gauss (a. a. 0. S. 332/333). 

Die Punkte P^, Pj, P3, also auch die Punkte P^', P,', Pj', liegen in einer Geraden, wenn C 
sich auf der Peripherie des um A^y A^y A^ beschriebenen Kreises befindet. 



§7. 

Die Gollinsschen Hilfspankte und ihre Benntznng zur Ableitung 

des Ganßselien Kriteriums. 

Im Anschluß an das Yorhergeliende werden wir nun zonächst eine andere Beziehung bei 
der PoTHENOTschen Aufgabe entwickeln, die Ton G-AUSS ohne Ableitung g^eben ist. 
Man setze 



§ 7. Die GoLUMsschen HUfspunkte und ihre Benutzung zur Ableitung des GAussschen Kriteriums. 23 

«,= (o,'-/) {(ai-ier) {a^—sT) - (a,— if) «— /)) = 2trir,r8C-''^»flin(ao.i— ao-j) (9) 

«8== («8-^0 {(fl^s-^) «-^0 - (öi-JBf) «-/)} « 2ir^r^r^e-*^'^ 8in(ao.,-ao.,), 
dann ist 

«1 + «J + 0^8 = 

und 

c^ff^'^y a^ff"^'^ und a^ef^* 
yerlialten sich wie reelle Zahlen. 

Für Q ergibt sich jetzt aus (6): 

« 2irir,rj(ri sin(ao. 8— ao-j) + r, sin(ao.i— ao.j) + r, sinCa^.,— aoi))- 
Wir nehmen nun an^ daß B^ ein Punkt sei, der in der Richtung CA^ liegt; ebenso liege B^ 
in der Richtung CA^ und B^ in der Richtung (7.^8' ^^ ^1; ^s; ^s sollen die komplexen Größen 
^1; ^s' ^8 gehören. Femer sei B^A^^ q^, B^A^==^(f^ und JB^^8'^98- -^^ ^^^ ^^^- 

o, — 62 = pje**»* (11) 

«8 - &8 =" p8^"^-; 

Uegt B, in der Verlängerung yon r, über A^ hinaus, so ist (., negatiy zu nehmen. 
Mithin wird 

«i(öi-M - ^ir^rgr, • p^ sin(ao.8-ao.») 
«2(»»-&») »^ Sir^r^rj • 9, 8in(ao.i~ao.8) 
«8 («8-^8) = 2irir,r8 • ^8 sin(ao.2-ao.i). 
Bestimmt man nun q^^ q^, q^ dadurch, daß man 

9i 8Üi(«o.8-«o.8) =- 9% 8in(ao.i~ao.8) ^ Q^ Bin(ao.,-ao.i) 

— ri 8in(ao.8-ao.2) + ^2 s"^K.i — «08) + ^8 s"i(ö^o.«— «oi) 
setzt, so wird 

r, sin(ao.i--ao.a) + r,sin(ao., — ao.i) 



(12) 



Pi = ^1 + 

Ps -=- ^8 + 



r, 8in(ao ., - o^ .,) + r^ Bin(ao ., — g^ .,) 

8in(ao.i — «0.») 
n fliJi(«o .8 — «0 .1) + U M»(öo .1 — 00 .s) 



oder nach (9) und (10): 



8in(Oo.,— ao.i) ' 



a,e 



_ ofi a, + a,a,+ a,a, 



^' a,«'^» 



Indem man aber diese Werte in (11) einsetzt, erhält man die Gleichungen: 

«161+ «202+ ««08 = 
aiöi+«2&8 + «8<»8=-0 (14) 

(vgl. Gauss a. a. 0. S. 307). 
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GAusssche Qleichungen zur PoTHRNOTScben Aufgabe. 



Bestimmt man umgekehrt aus diesen Gleichungen \, b^, h^y wobei die o^, o,, ce, die in (9) 
gegebene Bedeutung haben^ so ergeben sich rückwärts die Gleichungen (11) d. h.: die drei Linien 

Ä^B^, Ä^B^, A^B^ schneiden sich in 
dem Punkte Cy in dem ihre Azimute 
ao.i, «0., und a^,^ sind. 

Die durch die Gleichungen (13) 
dargestellten Punkte B^, B^ und B^ sind 
aber nichts anderes als die CoLLmsschen 
Hilfspunkte. Bekanntlich findet man 
diese, indem man durch je zwei Fest- 
punkte und den Standpunkt C einen 
Kreis legt und den Schnittpunkt desselben 
mit der Richtung nach dem dritten Fest- 
punkte bestimmt. 

Für die Fig. 8 ist nun nach dem 
PTOLEMÄischen Satze, wenn B^^B^^B^ 
jetzt die CoLLiKSschen HiKspunkte be- 
deuten: 

CB^ • Ä^A^ = Tg • uäg JBi — r, • B^A^ 
CB^ . A^A^ - r, . A^B^ - r, • B^A^ 
GB^ . A^A^ - r, . A^B^ + r, • B,A^. 

Da aber die Dreiecke A^A^B^, 
A^A^B^ und A^A^B^ einander ähnlich 
sind, weil sie die Winkel zwischen den beobachteten Richtungen auf C enthalten, so ist 

A^A^ : J, JB, : B^A^ =» A^B^ : B^A^ : A^A^ = B^A^ : A^A^ : A^B^ 
- sin («0., — a^.g) : sin (ao-j-öoi) • ^^ (^o.»-«o.i)- 




Fig. 8. 



Folglich wird 



CB,^- 
CB,^- 



r, 8in(ao.8 — Oo.i)-f r.BinCao.i— a^.,) 



und da 



ist: 



B,A,^r,^CB,, 



^z 


sin 


(«0 


.i—«o.i) + »"1810(00., 


- «0 .i) 


n 


sin 


(«0 


8m(ao.3 — ao.i) 


— »0.1) 




^ 


i-4j 


8in(ao.i— Oo.,) 

- r, + C-B,, 


> 



r, 



8 



C-B3 



(15) 



JBj^i sin (ao.,-ao.,) — -BguAg sin (»0.1 — »os) -B,^ sin (ao.,~ao.i) 

= ri sin («0.8 — ö^oi) + ^2 sin («0.1 — 0,,.,) + r, sin («oj — ö^oi)- 

Mithin ist nach (12) 

5i-4i«pi, ^-4, — p„ £3-43=— (>j. 

Man kann nun auch leicht wieder zu dem GAUSSschen Kriterium gelangen, nämlich dadurch, 
dafi man andere Ausdrücke für B^A^^ B^A^ und B^A^ herstellt. 



§ 8. Ableitung der rechtwinkligen Koordinaten des Beobachtungspnnktes. 25 

Im Dreieck GA^A^ ist, Ä^A^^ s^,^ = s^,^ gesetzt: 



und im Dreieck B^A^A^: 



also wird 



r, sin CA^ Ä^ sin Ä^B^Ä^ 

JBi A^ sin J?| A^ A^ 



»1 8 



sin A^B^A^ 



jR A ~- ^1 -»^t-s Bin .gl A^ Ai 

1 i r, Bin(ao., — ao.,)' 

oder da 

^ B,^^ = 360» - (^^^^ + 180»- ^ JB,(7J,) = 180»+ a«., - a^., - (a^.^-a^.O 
ist, 

^"^ n Bin(ao.s~ao.,) 

Ebenso findet man aus den Dreiecken CA^A^ und J3,il^^: 

B Aa^ *lil5li« «in («0 .8 •— ^.1 — (^ -8 — «1 .i)) 
^^'^ r^ Bin(a^».i~a^.a) 

nnd aus den Dreiecken CA^A^ und B^A^A^: 

— KA .= ^^«*«» ^(^0l""^0»"""^^l~<'l-8)) . 

^ * ^ 8in(aö.,-aö.i) 

Die Substitution dieser Werte in (15) liefert die GAUSSschen Gleichungen. 

§8. 

Ableitnng der rechtwinkligen Koordinaten des Beobachtnngspnnktes. 

Die Gleichungen (13) können nun dazu dienen, aus den rechtwinkligen Koordinaten der Fest- 
punkte Alf A^, A^ und den beobachteten Biohtungswerten auf dem Beobachtungspunkte C die recht- 
winkligen Koordinaten des letzteren abzuleiten. 

Zunächst sieht man, daß man, ohne die Gleichungen (13) zu ändern^ in den Ausdrücken (9) 
für die a den ihnen gemeinschaftlichen Faktor 2irir2r^ weglassen kann. Dann fällt dieser auch in 
dem Ausdrucke für o^o^ + 0^% + <^s^ fort; es ändert sich also auch nichts in den Formeln (13) für 
die if und daher auch nichts an den Gleichungen (11) und (14). Zweitens kann man aber auch in 
den Formeln für die a an Stelle der Azimute a^,^ die Ton irgend einer Nullrichtung ab gezahlten 
Richtungswerte t^ setzen, so daß wenn u eine Konstante bedeutet, 

ist, ohne daß die Gleichungen (11) bis (14) geändert werden. Versteht man also jetzt unter t^ 
die beobachteten Richtungswerte auf C, so lassen sich in diesen Gleichiugen die a durch die folgen- 
den Ausdrücke ersetzen: 

a^ » c-"i sin (t^ — t^) 

«3, « e-'^ sin (ti - 1^) (16) 

ctj = er*^ sin (^ — ^). 

Da sich diese von den früheren Ausdrücken (9) nur um den konstanten Faktor iir^r^r^er^^ 
unterscheiden, so bleibt auch hier die Beziehung 

«1 + «s + «. - (17) 

bestehen. 

Krflger, Bedingungigleicbungen fflr Linlennetie und fBr Rflckwirtielnflclmitte. ^ 



26 GAüssBche Gleichungen zur PoTHSNOTSchen Aufgabe. 

In einem beliebigen rechtwinkligen Koordinatensystem sei die Lage der Festpunkte Ä^^, A^j Ä^ 
durch die komplexen Größen 

ai = a?i + jyi, «» - a-, + iy„ a, = a;, + iy, 

bestimmt, wahrend zu den Punkten B^^ B^y B^ die durch die Gleichungen (14) erhaltenen komplexen 
Größen 

&i = Ji + *9u \--h + i^%7 h^h + *98 

gehören mögen. Die Lage des Beobachtungspunktes C soll der komplexen Ghröße 

x + iy 
entsprechen. 

Zur Bestimmung des letztem genügt eine der Gleichungen (14); da^ wenn z. B. das Azimut 

Yon Ä^C bekannt ist, es auch die Azimute yon Ä^C und Ä^C sind. Wegen (17) erhalt man aus 

der ersten Gleichung (14): 

und hieraus, indem man für a, h und a die Werte einsetzt: 

+ (^— ^1+%«— yi)) 81» (^-*i) (<^8 (^1-^ + isin «i~y)} 
^ ,in(w.)^^^^^^ 

-i[a?,-a?i-(y,-y,)ctg(^~<i)-(a:3~a:J + (y.-yi)ctg(i,-0]}- 
Setzt man 

«2 - a^i - (y, - yi) ctg (<j - <i) - I, . 1 

«s - ^1 - (y»-yi) ctg (^-^) =" Ss.i ,-Q, 

{x^-x^j ctg («,-0 + y« - yi == %.i 

(^s-a^i) ctg (^ - g + ys - yi = %.i, 
so wird 

{ctg (<,-<J - ctg (^5-0}(Ei-^ + *(9i-yi)) = %.i - %.i - »(6s.i~l«.i)- (19) 

Dadurch ist die Lage des COLLiNSschen Hilfspunktes B^ bestimmt 

Bezeichnet o^.q in J^ das Azimut von B^y dann ist das Azimut von G ebenfalls gleich a^.g 
oder ^eich o^.q ± 180^. Es wird aber nach (19) 

Ist hieraus das Azimut von A^C berechnet, so findet man auch leicht die Azimute von A^C bzw. 
A^C\ es ist z. B. 

Az. {A^C) - Az. {A^C) + «8 - ^1- 
Nun ist aber 

. tg(^co=.«,s..-i^a- ;-;:iSz^i ; 

mithin wird: 

{x-x^) (tg Oj.o-tgo^.o) = (a^-«,) tg Oj.o - (y,-yi) (21) 

y-yt-(*-*i)<««i.o- 



§ 9. Andere Ableitung dei Lage des Beobachtangspanktes. 27 

Fonnt man die erste dieser Gleichmigeii um, indem man 



tg«i.i 



setzt, so wird 
oder nach (20): 



i-tgo, .,!«(<,-*,) 



(22) 



(« -Äi) (1 + tg» Oi.o) - |,.i + iJi.i *g «1.0 
V* *iJ\ ^ Vij,., -ij,.,/ / *»i '*•* »J,.i -»)... 

681 "~ Vit z ir;; 
Ist lüeraus x — x^ berechnet , so ergibt sich ff — yi aus der Gleichung: 

V-Vx ^•'I^' (a:-a:,); (28) 

es ist auch 



781 fc81 T HT 

Setzt man 



(24) 



so hat man femer: 

x-x^^ Ä(%.i ~ %.i)> y - yi — *(5f .1 -58. i); 

das sind die Formehi Ton Lindeicann und C. Bunge. ^) 

Die aus der Entwicklung der andern beiden Gleichungen (14) folgenden Ausdrücke ttir x — x^f 
y — fft ^^^* ^ ~ ^8; y "" y8 ergeben sich aus den obigen durch zyklische Yertauschung der Indizes. 

§9. 

Andere Ableitung der Lage des Beobachtnngspnnktes. 

Die Lage des Festpunktes Ä^ soll wie im vorhergehenden durch a^=^x^ + iy^, v ^^1,2,3, 
und die Lage des Beobachtungspunktes C durch e^ x + iy bestimmt sein. Die dazu konjugiert 
komplexen Größen seien a/ — a?, — iy^ und 0' « x — iy. Femer sei wieder t^ der auf C beobachtete 
Richtungswert nach dem Festpunkte Ä^, der durch Zuf&gung der Eonstanten u in das Azimut a^., 
fibei^ht, also 

a^., = u + t^ und a^ -- ^ rj""' % < - / - r,c"'^* -, 
mit r^^CÄ^. 



*) Lindsmamn: Einige Berechnnngsarten füi die PoTiunoTflche Aufgabe ubw. Zeitschrift fOr Vermessungsweflen 
Vn. Band (1878), S. 869—887. 

C. Bumob: Das RflckwftrtB-Einschneiden mit Koordinaten. Zeitschrift fOr Yeimessnngswesen XXIU. Band 
(1894), S. 804—207. 

4* 



28 GAUBBBche Gleichungen zni PoTBENOTSchen Aufgabe. 

Wir setzen wie vorher in (16): 

a, = 6-'^ sin (<5-g - Jc{a,'-/)[{a,^B) «-^ - «-/) (o, -ir)) 
«, = 6-'^ sin (^-0 = KV-^O {(«1-^) «-O ~ K-0 («8 -^)} 
«3 = 6-'^ sin («,-0 - *K-^0 {(«»-^) «-^0 - «-0 (<h-^)]f 

«1 + «I + «8 ■" 0; 
hierbei ist nach (9): 



Durch Bildung der konjugiert komplexen Größen in den Ausdrücken f&r a wird erhalten: 






<— V{a^-g) [{a^'-si') {a^ — e) - K — ^) (oj'-jer')} =- e^ sin (^ -^) 

Aus (25) und (26) ergeben sich die folgenden Beziehungen: 

tt^(a| —5) «i'(«/ — O 

ik ~ ifc' 

Addiert man diese Gleichungen^ so wird^ da die Summe der a bzw. der a gleich null ist: 



oder wenn man 

aja^+Äjaj + 0^,08— CO und oL^a^+it^c^+c^oi^'^m 
setzt: 

OB o' 

Damit findet man aber aus (27): 

/ # / 

(9 CD CD O OB 09 



(25) 



(26) 



(27) 



(28) 



oder 

- ^(«,'--^') + -^ («,-*) -0 (29) 

wobei also jede Gleichung die Folge der beiden andern ist. 



§ 9. Andere Ableitung der Lage des Beobachtongsponktes. 29 

Auflf&hrlicher geschrieben, lauten die GleichungeD (29): 









"« 



Eliminiert man 0' aus den Gleichungen (29), so erhalt man aus einer der drei nach- 
stehenden Gleichungen: 

(^'-^)«»'*+(V-«»')»-(A«,-A«,)a,'-o 

(5-^)"''»+(«.'-O'»-(^«,-^«.)«''-0 (30) 

(^ -^) «''+(«,'-01') „ - (^ «,- A Ol) o' = 0. 
Nun ist aber nach (25) und (26) 

a^a^ — «1 «j — 0,03 — «, «8 =* «8^ ■" ^ ^ 

Schafft man in den Gleichungen (30) die Brüche fort, so gehen sie daher alle drei in die folgende 
Gleichung über, wenn man dabei noch berücksichtigt, daS cc^' + a^' + cc^' '^O ist: 

Die Gleichungen (29*), (SO) und (31) fanden sich (ohne Entwicklung und ohne Erklärung der Zeichen) 
im GAUSSschen Nachlaß (a. a. 0., S. 322 Art. 4). 

Die Gleichung (31) laßt sich nun wieder benutzen, um für die Rechnung geeignete Aus- 
drücke (ygL S. 27) der rechtwinkligen Koordinaten x^ y herzuleiten. 

Zunächst bringen wir sie mit Hilfe der Bedingungen «i + äj + «s — ^ ™ ''^ + ^' + ^' ^^ 
die Form: 

- «»«»'«/(oj-Oi) {a^-a{) + «j«(ö8-öti) (a^'-a^). 
In dieser Gleichung ist zu setzen: 

0,-01 = Aar, + *Ay,, «8 — ^ = Aa:,+ fAyj, 

o,'— 0/= Aa?, — f Ay„ Oj'— 0/=- AiFj — iAyj, 

2f — Oi«= Aar + iAy, 
wobei 

Afl?, = 0;,-- a?,, Aa;j = a?j — a?i, Ax = x — x^, usw. 
ist. 

Nach (25) und (26) ist femer 

a,ai'a,'= e*'»- c**<^"^ sin(^ — /Sj) 8in(^— ^) sin(<j— ^J 
a^a^ct^' = «^^ • c-<(fi-«i) sin(^— Z',) sin(^ — ^5) sin(<^— t^ ; 

der Ausdruck fOr «lÄf'— «fOi' ist bereits angegeben. 



30 6AU888che Gleichnngen zur PoTHiaroTichen Aufgabe. 

Da man den Faktor sin(^-<ii,) 8Uk(t^—t^) sui(^ — ^J wegheben kann, so erhalt man demnach 

aus (31*): 

[(fi'^-h) sm(<j- O (^^f ~ iAy,) - 6'(^-'i) 8in(<,- 1,) (Aa:,- f Ay,) } (Are + 1 Ay) 
" TT {^^^"^^ (A;ti + iAy,) (ArPj-iAy«) - a-^(^-« (Ari;,+ »Ay,) (Aa?, - i Ay,) } . 

Der Koeffizient von (Aa; + tAy) läßt sich umwandeln in: 

sin(fj— fj) ßin(^ - 1^) { Aa?, ctg(^ - ^) + Ay, — Aa;, c1^(^- i^i) — Ay, 

+ i(Aa:, - Ay, ctgC^, - 1^) - AäJj + Ay, ctg(<B -t^))], 
oder wenn wie in (18) 

Aic, ctg(^-<i) + Ayg = %.i, Aa;,- Ay, ctg(^-^) = gj.j 

^^8 <^tg(^-0 + ^Vz^Vstf Aa:,- Ay, ctg(^-«i) = g,.! 

gesetzt wird, in: 

sin(<j-<i)8m(^-^){i?,.i~ij3.i+tX6f.i-68.i)}- 

Die rechte Seite der obigen Gleichung ergibt: 

(Aa;,Aa?8+ Ay,Ayj) sin(t,— ^) + (Aa^jAyg-Aa^jAy,) co8(^ — ^) 
oder da ^— ^=* ^ — ^i — (^— ^^** 

sin(^-<i) sin(<j-«i) {(Aa^^Aa^jH- Ay,Ayj) (ctg(^-<i) - otgit^-t^)) 

+ (AajjAy,- AaJjAyj) (ctg(^j-^) ctgCf^-^^) + 1)} 
= 8in(f,-^i)sin(«,-<i){%.il3.i-%.J,.i}. 
Mithin fiihrt (31) auf die Gleichung: 

die in die beiden Gleichungen: 

(%.i-%.i) ^^ - (^.1- fei.i) ^y - %. Jsi- Ij.i^.i ,32*x 

zerföllt. Die Auflösung der letztem liefert wieder die auf S. 27 gefundenen Werte. Setzt man 
so wird auch 



(34) 



Aa? — C08ai.o(6j.i co8ai.o+ i?,! sina^o) =■ cosa^.ods-i cosai.o + %.i sina^o) 
Ay — 8inai.o(|,.i cosaj.o + ^.i sina^.o) =- sin a^. 0(63.1 cosai.o+ %.i sina^o), 

und hieraus 

^1 = 6«.i cosai.o + %.i sinai.o = 63.1 0080^1.^ + %.i sinoj.o- (35) 

Wenn man in diesen Ausdrücken für r^ die Werte von g^.^, 1/3. ^ usw. einsetzt, so findet mau 

'^ rin^~tö ^^^' 8i^(»io+ <Ä-*i)- ^^8 cos(ai.o+<8-^i))7 



§ 9. Andere Ableitung der Lage des Beobachtungsponktes. 31 

was sich auch unmittelbar durch geometrische Anschauung ergibt. Indem man nämlich Ton Ä^ ein 
Lot auf CA^ fallt, hat man fQr dieses die beiden Ausdrücke 

rj sin(*,— <i) und + Aa?, sin(ai.o+^— <i) ~ ^^ co8(ai.o+^-<i). 
Da Ao^» 5^.2 cos a|.|, Ay| — «j., sina^.,, usw. ist, so wird femer 



8ini 



-^^^sin(a,.o-ai.,+ ^j-^), 

was man auch durch den Sinussatz erhält. 

Auch die Gleichung (33) läßt sich leicht geometrisch ableiten. Verbindet man die Mittel- 
punkte M und M' der beiden Kreise um CA^Ä^ und CA^A^ (s. Fig. 8), so steht MM' senkrecht 
auf A^C, daher ist das Aaimut von MM' gleich a^,f^+90^. Sind nun X, Y und X', Y' die recht- 
winkligen Koordinaten von M und M'y so ist daher 

Das Azimut yon ^. Jf =» ^-7-7 /* .. ist aber gleich «i.a + 90®— (^— ^), folglich ist 

X- «1- - tn^t^-t,) sin (oj. ,-(<,-<,)) - y {-s^., sinOi., ctg(^-g + «,., coBOi.,} 

- [ {-Ay»c<«(<,-<i) + Aai) = ylj.i 
und 

und ebenso, da das Azimut Ton A^M'^ ^BiaCL — t) 8^®^^^ ^.b+ 90*— ('«— O ^^*'' 

Mit diesen Werten wird fiir tga^.^ wieder die Gleichung (33) erhalten.^) 

Diese Formeln lassen sich auch benutzen, wenn die Entfernungen der Festpunkte und deren 
Azimute gegeben sind. Man hat alsdann: 

1) Eb sei hier noch erwähnt, daß die nach Ch. A. Vooleb (Qeodätische Übnngen usw. ErBter Teil. Berlin 
1899, S. 160—152) von H. Grasbmavh zuerst veröffentlichte Eonstraktion der PoTmnroTBohen Aufgabe, die wie oben 
angegeben ebenfallB zur Gleichung (83) fOhrt, auch schon Gaübb bekannt war . Dies war bereits von Prof. Yoglbb auf 
Grand einer GAUBsscben Notiz über die Orientierang des Meßtisches vermutet worden. Gauss* Werke, Band VJJl, S. 828 
heißt es: „Die elementarische Eonstraktion fClr das PoTHENOTsche Problem besteht darin, daß man Punkte in der 
durch (0) gehenden, gegen (1 • 0) normalen Geraden bestimmt. Von einem solchen sind die Eoordinaten polar relativ 
gegen (1) (a. a. 0. steht irrtümlich (0)): 

Distanz . .q^^^q . x ♦ Richtung: 1 -2 + 90« — (0-2 — 0- 1)." 

Dabei bezeichnet (0) den Beobachtungspunkt, (1) und (2) zwei Festpunkte. 

Auch diejenige Eonstruktion eines Bückw&rtseinschnitts, die sich darauf gründet, daß durch Abbildung 
mittels reziproker Radien von einem Festpunkte aus, die Aufgabe in die Bestimmung eines Yorw&rtseinBchnitts über- 
geht, ist S. 828—829 von Gauss angegeben. 
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GAussBche Gleichnngen zur PoTBRNOTSchen Anfgabe. 



Bestimmt man umgekehrt aus diesen Gleichungen b^, b^, b^^ wobei die o^, c^, o, die in (9) 
gegebene Bedeutung haben, so ergeben sich rückwärts die Gleichungen (11) d. h.: die drei Linien 

Ä^B^, A^B^, A^B^ schneiden sich in 
dem Punkte C, in dem ihre Azimute 

«Ol? ^08 ^^^ «08 ßi^d. 

Die durch die Gleichungen (13) 
dargestellten Punkte B^j B^ und B^ sind 
aber nichts anderes als die CoLLiNSschen 
Hilfspunkte. Bekanntlich findet man 
diese, indem man durch je zwei Fest- 
punkte und den Standpunkt C einen 
Ereis legt und den Schnittpunkt desselben 
mit der Richtung nach dem dritten Fest- 
punkte bestimmt. 

Für die Fig. 8 ist nun nach dem 
PTOLEMAischen Satze, wenn B^yB^yB^ 
jetzt die GoLLiNSschen Hilfspunkte be- 
deuten: 

CB, . A,A^ = r, . A^B, - r, • B^A^ 
CB^ • A,Ä, - r, . A,B, - r, • B,A^ 
CB^ . A^A^ = r, . A,B^ + r, • B,^. 

Da aber die Dreiecke A^A^B^y 
A^A^B^ und A^A^^B^ einander ähnlich 
sind, weil sie die Winkel zwischen den beobachteten Richtungen auf C enthalten, so ist 

A^A^ : 4jJB, : B^A^ =■ A^B^ : B^A^ : A^A^ = B^A^ : A^A^ : A^B^ 
= sin («0.2 — «o.b) : sin («oj-^oi) • ^^ («o.8-«o.i)- 




Fig. 8. 



Folglich wird 



Qß ^ _ U Bin (g^., ~ gp . ^) + r. Bin (a^.j,— qp. ,) 

Qß^ ^ , r, ein (g^ ., — g^ .,) + r^ sin (Oq ., ~ a^ .,) 

. r^ sin (g^ . , — gp . , ) + r, Bin (gp . , — gp . 

Bin(go.i— gp.,) 



OB, 



und da 



ist: 



B,A,^r,-GB,y 



B^A^ -= r, -t- CB^y 



-B,A,^r,-CB, 



(15) 



B^A^ sin («08 -«oj) — ^«^ sin («o-i — »ob) =— -^8^ ^^ Kj — «oi) 
= r^ sin (ao.8 - «ob) + »"b ^^ («oi — ^t^.») + r^ sin («o-b — Si)- 
Mithin ist nach (12) 

B^A^^Q^y ^^g — Pj, Bj^J—— (>3. 

Man kann nun auch leicht wieder zu dem GAUSSschen Kriterium gelangen, nämlich dadurch, 
daß man andere Ausdrücke für B^A^y B^A^ und B^A^ herstellt. 



g 8. Ableitung der rechtwinkligen Koordinaten des BeobachtongspnnkteB. 25 

Im Dreieck CA^A^ ist, -4 -4^ = 5 ^^ = 5^ gesetzt: 



und im Dreieck BiÄ^A^i 



also wird 



Vs ^ sin A^ CÄ^ ^ sin(o^^., — gp.,) 
r, sin CA^ Ä^ sin Ä^B^A^ 

Si A^ sin J9, ^ il| 
8i .g sin ^ JSj A^ 

p^ ^*i.a«t.i sinB^^uit 



r, Bin(ao., — ao.s)' 
oder da 

^ J5i^^i - 360» - (<^ J,-4^ + 180^-<^B,CJ,) - 180^+ a^,, - ao., - (a,.,-a,.0 
ist; 

^^'^ r, flincop. , — «,,.,) 

Ebenso findet man aus den Dreiecken CA^A^ nnd B^A^A^: 

und aus den Dreiecken CA^A^ und B^A^A^i 

^^ U ™(«».i-«o.i) 

Die Substitution dieser Werte in (15) liefert die OAUSSschen Gleichungen. 

§8. 

Ableitang der reclitwiiikligeii Koordinaten des Beobachtnngspnnktes. 

Die Oleichungen (13) können nun dazu dienen, aus den rechtwinkligen Koordinaten der Fest- 
punkte A^, A^f A^ und den beobachteten Bichtungs werten auf dem Beobachtungspunkte C die recht- 
winkligen Koordinaten des letzteren abzuleiten. 

Zunächst sieht man, daß man, ohne die Gleichungen (13) zu andern, in den Ausdrücken (9) 
für die a den ihnen gemeinschaftlichen Faktor 2irir^r^ weglassen kann. Dann fällt dieser auch in 
dem Ausdrucke für a^di + a^a^ + €c^a^ fort; es ändert sich also auch nichts in den Formeln (13) für 
die if und daher auch nichts an den Gleichungen (11) und (14). Zweitens kann man aber auch in 
den Formeln für die a an Stelle der Azimute a^., die von ü^end einer Nullrichtung ab gezahlten 
Richtungswerte t^ setzen, so daß wenn u eine Konstante bedeutet, 

%.9^^ + K ^^^ ^o./«"~^o.»' — '^ "" ^» 
ist, ohne daß die Gleichungen (11) bis (14) geändert werden. Versteht man also jetzt unter t^ 
die beobachteten Richtungswerte auf C, so lassen sich in diesen Gleichungen die a durch die folgen- 
den Ausdrücke ersetzen: 

Oj = c~''» sin(^ — ^) 

a, «6-'^sin(<i-g (16) 

a, — c-'^sin(^ — ^). 

Da sich diese von den firüheren Ausdrücken (9) nur um den konstanten Faktor 2irir^r^€r*" 
unterscheiden, so bleibt auch hier die Beziehung 

^ ^ «i + «, + «, = (17) 

bestehen. 

Krflger, Bedingnngiglelcbnngen für Llniennetse nnd fttr Bflckwtrttelmclinitte. ^ 



26 QAUflSBche Gleichangen zur PoTHBHOTSohen Aufgabe. 

In einem beliebigen rechtwinkligen Koordinatensystem sei die Lage der Festpunkte Ä^, Ägy Ä^ 
durch die komplexen Größen 

«1 « ÄTi + iPu «2 •=- ^2 + iy%f «s - a?5 + iy, 

bestimmt, während zu den Punkten B^, B^, B^ die durch die Gleichungen (14) erhaltenen komplexen 
Größen 

6i - El + iVi, h--h + iVif h^h + *% 

gehören mögen. Die Lage des Beobachtungspunktes C soll der komplexen Größe 

x + iy 
entsprechen. 

Zur Bestimmung des letztem genügt eine der Gleichungen (14), da^ wenn z. B. das Azimut 

Yon Ä^C bekannt ist, es auch die Azimute von Ä^C und A^C sind. Wegen (17) erhalt man aus 

der ersten Gleichung (14): 

und hieraus, indem man für a, b und a die Werte einsetzt: 

+ (^— ^i+%«-yi)) sin (^-<i) (cos (^1— V + * 81» (fi—^)] 

-i[a;,-a?i-(y,-yi)ctg(<,~0-(«j~^i) + (y8-yi)<5tg(^--0]}- 
Setzt man 

Ä^« - «1 ~ (jf%-yö ctg (<,-<i) - l,.i 

«s - ^1 - (y«-yi) ctg (^- «i) - ^s.i ,,Q. 

(iGj-oji) ctg («,-0 + y« - yi =- %.i 
(^8-^) ctg (h - + ys - yi = %.i; 

so wird 

{ctg («,-0 - ctg (f3-fJ)(E,-a;i + i(%-yi)) = %.i - %.i - i"(6s.i~ia.i)- (19) 

Dadurch ist die Lage des COLLiNSschen HiKspunktes B^ bestimmt. 

Bezeichnet ct^^^ in A^ das Azimut von JSj, dann ist das Azimut von C ebenfalls gleich a^.^ 
oder gleich o^.o ± IBO^. Es wird aber nach (19) 

Ist hieraus das Azimut ron ÄiC bereclinet, so findet man auch leicht die Azimute Ton A^C bzw. 

^,(7; es ist z. B. 

Az. (JjC) - Az. (^iC) + <» - <!• 
Nun ist aber 



mithin wird: 



tg(^^C) = tg 0,0-1^ 



(Ä-iB,) (tg Oj.o- 1« a,.o) - (a^ -«i) tg «j.o - (yi-yi) (21) 



§ 8. Ableitung der rechtwinkligen Koordinaten des Beobachtongsptinktes. 25 

Im Dreieck CA^A^ ist, -4 -4^ = 5 ^ = 5^ gesetzt: 



und im Dreieck B^Ä^A^: 



also wird 



!l±^ ^p -^ ^ A _ 8in(g^., — o^^.,) 
r, sin CA^ A^ BmA^B^A^ 

J9| A^ sin J?| jI^ ^j 
«!.,'" sin Äi B^ A^ 

TD» j _. ^1 -s^i't Bin B^A^A^ 
^ ^ r, Bin(ao.,--Oo.a)' 



oder da 

^ B^^^ « 360^ - (<^4i^ A + 18(y>- ^-B^CJ,) - 180^+ ao., - a^., - (a,.,- a,.i) 
ist^ 

Ebenso findet man aus den Dreiecken CA^Ä^ nnd B^A^A^: 

nnd aus den Dreiecken CA^A^ und J^J^^,: 

^ B A = ^•«*«» sin (gp .1 ~ gp .8 — («1 .1 —«1 .8» . 
• * »"i BMi(«o.i-a^.i) 

Die Substitution dieser Werte in (15) liefert die GAüSSschen Gleichungen. 

§8. 

Ableitnng der rechtwinkligen Koordinaten des Beobachtnngspnnktes. 

Die Gleichungen (13) können nun dazu dienen, aus den rechtwinkligen Koordinaten der Fest- 
punkte A^, A^, A^ und den beobachteten Biohtungswerten auf dem Beobachtungspunkte C die rechir 
winkligen Koordinaten des letzteren abzuleiten. 

Zunächst sieht man, daß man, ohne die Gleichungen (13) zu andern, in den Ausdrücken (9) 
für die a den ihnen gemeinschaftlichen Faktor ^ir^r^r^ weglassen kann. Dann fallt dieser auch in 
dem Ausdrucke für 140^ + ^101 + 03(13 fort; es ändert sich also auch nichts in den Formeln (13) für 
die if und daher auch nichts an den Gleichungen (11) und (14). Zweitens kann man aber auch in 
den Formeln für die a an Stelle der Azimute o^., die von irgend einer Nullrichtung ab ge^hlten 
Richtungswerte t^ setzen, so daß wenn u eine Konstante bedeutet, 

^0.»™** + ^» ^^^ ^o./i""^o.» — *A* ■" ^» 
ist, ohne daß die Gleichungen (11) bis (14) geändert werden. Versteht man also jetzt unter t^ 
die beobachteten Richtungswerte auf (7, so lassen sich in diesen Gleichungen die o durch die folgen- 
den Ausdrücke ersetzen: 

Oj = e-''i sin (^ — t^) 

a^ = e-'^ sin (t^ - Q (16) 

a, — er*'* sin (^j — <i). 

Da sich diese von den früheren Ausdrücken (9) nur um den konstanten Faktor iir^r^r^e'*"* 
unterscheiden, so bleibt auch hier die Beziehung 

«i + «« + «.=-0 (17) 

bestehen. 

Krflger, Bedingungagleichnngeii fQr Llnlannetee und fttr Rflekw&rtteintchnitte. ^ 



24 



GAussBche Qleichungen znr PoTincNOTBchen Aufgabe. 



Bestimmt man umgekehrt aus diesen Gleicliimgen b^, b^, b^, wobei die o^, tf,, os, die in (9) 
gegebene Bedeutung haben, so ergeben sich rückwärts die Gleichungen (11) d. h.: die drei Linien 

Ä^B^, Ä^B^, Ä^B^ schneiden sich in 
dem Punkte C, in dem ihre Azimute 

«017 ^0» i^d ao.8 sind. 

Die durch die Gleichungen (13) 
dargestellten Punkte B^, B^ und Jß, sind 
aber nichts anderes als die CoLLiNSschen 
Hilfspunkte. Bekanntlich findet man 
diese y indem man durch je zwei Fesir 
punkte und den Standpunkt C einen 
Kreis legt und den Schnittpunkt desselben 
mit der Richtung nach dem dritten Fesir 
punkte bestimmt. 

Für die Fig. 8 ist nun nach dem 
PTOLEKAischen Satze, wenn B^,B^,B^ 
jetzt die GoLLiNSschen Hilfspunkte be- 
deuten: 

CB^ . A^A^ = r, . J^B, - r, • B^Ä, 
CB^ . A^Ä, - r, . A,B, - r, • B,A^ 
CB^ • A^A^ = r, • A^B^ + r^ • B^A^. 

Da aber die Dreiecke A^A^B^j 
A^A^B^ und A^A^B^ einander ähnlich 
sind, weil sie die Winkel zwischen den beobachteten Richtungen auf C enthalten, so ist 




Fig. 8. 



Folglich wird 



sin (ao., — ao.s) : sin (ao.j-ao.J : sin {a^.^-a^^i). 



CB^^^ 



U 8ii^ («0.8 — «0 .i) + ^ Bin («0.1— «0 .i) 



ßin(ao.,— ao.g) 

■^ "" flui(ao.8 — «o-i) 

PT^ n Bin (gp ., — Cq .,) + r, Bin {a^ ., — Oq . J 

' Bm(Oo.i— ao.,) ' 



und da 



ist: 



Bi^i-ri-C5i, 



B^A^ -= r, + C-B,, 



-B3^,«r3-C^ 



(15) 



B^A^ sin (tto.j-ao.j) = 5,^ sin (a^.! — «os) -^j^ sin {a^.t — a^.^ 

=- ri sin (ao.3 — ao.,) + r, sin (ao.j — ao.g) + r, sin («o., — öToi)- 
Mithin ist nach (12) 

B^A^ = Qi, B^A^ — (>2? ^«-^8 =— Ps- 

Man kann nun auch leicht wieder zu dem GAUSSschen Kriterium gelangen, nämlich dadurch, 
daß man andere Ausdrücke für B^^A^^, ^t^ ^^^ ^s^s herstellt. 
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Im Dreieck CA^J^ ist, A^A^^ s^.^^s^,^ gesetzt: 

r, sin CA^ Ä^ fAnA^B^A^ 

and im Dreieck B^A^A^i 

B^-Aj 8in J?, A^ Ai 

also wird 

B^A ^ *'•»*»•» nn-PjA^ 

oder da 

ist, 

B A. = *'•»*«•» «"^(«0.1 — <^».i — («1.1— fl,.t)) 

S>>eii8o findet man aus den Dreiecken CA^A^ und B^A^A^i 

^"^ n ««^(«».1—«*..) 

nnd ans den Dreiecken CA^A^ und .^J^^,: 

^. ^^ r, Bin(a,.,-iw.J 

^le Substitntion dieser Werte in (15) liefert die OAUSSnehea ninVhnsgfin 

§8. 

Ableitnng der Techtwinkligen Koordinita ies 

punkte jü ^^ Gleichungen (13) können nun dazu dienen, aas itat 1 ^ 

wiiik^^^> ^} -^s ^^d den beobachteten Biehtungswcrtea aaf iem ff ml» liiauppssltr C die rmAt- 

y, ''Koordinaten des letzteren abzuleiten. 

^^ die ^^^^Bt sieht man, daß man, ohne die GkiAngea (13) m "ili in im AmabtAm '9) 

^?^ A.t|Q^ ^^ ihnen gemeinschaftlichen Faktor 2ir^r^r^ wr^lMiii kan. Ikaa fsDl ikjmr sack ia 

d ^ ^^^^^"^ Or a^a^ + a^a^ + a^a^ fort; es iadert «k alai «k skte ia 4a Fsnada ri3; ftr 

j^ ^o^ ^her auch nichts an den Oleichaagca (11; sai «14'. ZaittoH kasa mmm aber aa^ ia 

^^^tx^^l^ Air die a an SteUe der Azimate a^-. ^ ^« n?^ «»' m kicklaag ab gwbllca 

^^ ^y setzen, so daß wenn « eine Koaslaaie bsintec« 

^^ ^^^W^ ^^ Gleichungen (11) bis (14) griniirt wvniBB. Tosaka mm abo jeüt 
^^ ^Mtti V ^i^^u^SBwerte auf C, ao kam adk ia &ma, tniiiiFiiy die m dank d:e l^ 

^^^ ersetzen : 






^^W^^* iiese '^ 



'^4«)^ ^^^ ^011 ^^ iMbena AaAirim 9^ mnr ik Jk tiMrtM.i« a Faktor ä^r .. e, «- 
\^ > ^ WeiU «leh hier die 



^ — i^ — a^ =»= } 
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§6. 

Andere Form des Ganßschen Eriterinrns. 

Man findet bei Gauss noch eine andere Form des Ejriterinms für die physische Möglichkeit 
der PoTHENOTschen Aufgabe, bei der die Lagen der Punkte durch komplexe Größen dargestellt werden. 

Es seien a^, a^, a^ und e die komplexen Zahlen, die den Festpunkten Ä^, A^j A^ und dem 
Standpunkte G entsprechen, so daß also, wenn x^j y^ die rechtwinkligen Koordinaten von A^ sind, 
»1 = a?i + *y, ist, usw. i bedeutet hierbei die imaginäre Einheit. Femer sollen a/, a,', a^ und e die 
zu ihnen konjugierten Größen bezeichnen, also o^ ^x^ — iy^, usw. o^' ist demnach das Spiegelbild 
von a^ in bezug auf die o;- Achse. Versteht man noch unter a^,^ den Winkel, den in C die Parallele 
zur a>>Achse mit der Strecke CA^^r^ bildet, also das Azimut von A^ in C, ferner unter ai,^ das 
Azimut der Seite A^.^^ 8^,^^ so ist: 

öj— £r =-ri(cosao.i + isinao.i) = rie'««», ör, — £f « rjC**^«, «b — ^ =" '^s^''"'*; 

ö, — «1 — 5i.2^*j«, a^-^a^ = «s«^*^'"; «sw. 

und 

Oj' — /= riC"'*»», usw. flj'— öi'= s^.je""*'*»-*, usw. 

sowie 

(Oj — z) {a^ — 0)^ r^f usw. 

e ist die Basis der natürUchen Logarithmen. 

Ersetzt man in den Gleichungen (4) und (2) die Winkel zunächst durch die Azimute, so 
lauten sie: 

S / s {^1 ^^ («0.8 -»0.») + »•2 8Ü1 («0.1 -»0.») + ^8 Si^ («0.2 ^ «Ol)) 

= A- sin (ao. j - a^., - (Oj , - o, .,)) - -^ sin (»o.^ - Oo., - (a,.i -«».,)) (5) 



= ^77— 8ill(«0.»'-«0.1-(«3.»-«3.l)) =Q- 



In dieser Gleichung setzen wir an Stelle der Sinus die Exponentialgrößen und weiter die den 
letztem entsprechenden komplexen Größen. Dann ist z. B.: 



sin («0.8 — «0.2) = -^j^rj- (»"»c**'*» • r^e^*'^"' - r,c*^« • rje"'^») 

S 8 

»•1 sin («o.«-«o.t) = 277^, (»1 -^)(oi' -«'){(«» -«)«-«') - («»-«)(«»'-«')} 5 
ebenso wird 

y, sin (oo.i-Oo.,) = 2?;^ (<'i-«)(«j'-«'){(«i -«)«-«') - (a8-«)(«i' -«')}> "s^- 
Ferner hat man 

sin (Oo.,-Oo.j-(«i.s-«i.2)) =- - 2 ir.f, «,.,«... " {(<^-*)(«»'-^')(«»-«i)(«»'-«i') 

- K- i»') (o, - «) (0,' - OiO («. - Ol) } , iww. 
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Wird 

2trir,r,Si.,Si.,s,.,Q = Q 

gesetzt, 80 geht mithin die Gleichtmg (5) über in: 



Q = (a^ — z) (tti 

+ («>-«)(«» 
+ («8 - «) («J 

= (Oj - «) (ff, 

= (a, - g) (a 



(6) 



-z') [ia,-z) {ot'-z') - («,-«) «-«O} 
-»0 {(oi-«) (o,'-«') - (o,-ä) («i'-«')} 
-/) {(«, -z) (aZ-z-) - (a,-z) (a.'-z')] 

- z') (a, - oj (a,' - a/) - (a, - «) (o,' - ir') (o, - oO (o,' - o,') 

-«0 (fls-Oj) («i'-O - (o»-«) «-«O (Oi-«j) «-0»') 
- (o, - if) (a/ - ifO (ai - Oj) (o,' - «jO - (»1 - «) («»' -•»OK- «j) («i' - «»') • 

(Vergl. Gadss a. a. 0. S. 321.) 

Die physische Möglichkeit der PoTHENOTschen Aufgabe beruht demnach darauf, daß die letzten 
drei Ausdrflcke einerlei Vorzeichen haben. 

Ist der Standpunkt C gleichzeitig der Anfmgspunkt der Koordinaten, also ^e; ~ 0, und fallt 
außerdem die Nullrichtung der auf G beobachteten Richtungen mit der a;- Achse zusammen, so ent- 
sprechen die zu den komplexen Großen a^, a^, a^ gehörigen Winkel den beobachteten Bichtungs- 
werten ^, ^, ^, denn es ist jetzt a^^r^(f**. Für die physische Möglichkeit der Aufgabe ist dann 
nach Torhe^hendem erforderlich, daß 

«««»'(o» - «i) («»' — o-i) — «»«»'(«» - <h) («»' - «lO 

mit den beiden andern Ausdrücken, die durch zyklische Yertauschung der Indizes hieraus folgen, das 
gleiche Vorzeichen hat (vgL a. a. 0. S. 322). 
Indem man in den Gleichungen (6) 

(«»-*) (öl -«)=J'i 
(«1 -«)(«»-«) -Ä 

i'i-J>i='(a»-«)(«»-ai) 

A-i»«"=(«i-«)(a5-«i) 

Pt-Pi ==(«»-«) («1 - «s) 

setzt, erhält man aus ihnen die Identitäten: 

^~P%Pi-PtPi + P»Pi-PiP>+PiPi-PiPi 
=• {Pi-Pi) (Pi-Ptl - (Pi-Pt) (ft'-A') 

- (Pt-Pt) (Pi'-PiO - (jPt-Pi) (ft'-AO 

= (Pi-Pi) iPt'-Pil - (j?t-Pi) {Pt'-Pi')- 

Geht man umgekehrt von diesen aus, wie es Gauß getan hat (a. a. 0. S. 321), so kommt man also 
auch zu den GL (5). 

Wir wollen nun die Substitution (7) zu einer geometrischen Darstellung derselben benutzen. 
Konstruiert man zu A^, A^, Ä^ die Bildpunkte Pj, P„ P„ die den komplexen Größen 
Pi7 Pt) Pa entsprechen, so ist, wenn man diese auf den Punkt C bezieht: 



(<h - '1 i<h - 1') - Pi 
usw. 



(7) 



also 



P1-P2 - (V-^O («»'-öl') 

usw. 
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Bedingungsgleichungen für Liniennetze. 



Multipliziert man diese der Reihe nach mit 1;56, 1,89^ 1;57, so folgt aus ihnen: 

^ 11,70 + 71,8 Ss, + 76,9 ds, - 38,7 dr^ - 107,5 dr^ - 62,6 dr^ 
- 32,30 + 77,1 ds^ + 70,9 ös^ - 56,9 är^ — 118,1 är^ - 31,0 är^ 
«= 23,35 + 71,1 ä$^ + 99,5 äs^ - 55,0 dr^ - 108,2 dr^ - 78,5 dr^ , 

in genügender Übereinstimmung mit den vorher angegebenen Gleichungen, deren Absolutglieder jedoch 
genauer sind. 

Nach F. Qt. Gauss kann man in diesem Falle die Bedingungsgleichungen auch erhalten, indem 
man entweder für log tg^ -^ P^P^Pq zwei Ausdrücke bildet, einmal aus dem Dreieck PqP^P^, das 
andere Mal aus dem Dreieck P^P^P^, usw., oder indem man die Beziehungen 

log ( tg» 4- Pi Po P, tg* I P» PoPs ) = 0, nsw. 

anwendet, wobei die Tang, der halben Winkel durch die Seiten und ihre Verbesserungen auszudrücken 
sind. Die Koeffizienten der letzteren in den Bedingungsgleichungen werden mit Hilfe logarithmischer 
Differenzen abgeleitet.^) 

Es lassen sich diese Koeffizienten aber auch bequem mittels einer Differentialformel berechnen. 
Setzt man 



w 



M\4- + 



S — r 



+ 



Oy »"y + l 



+ 



iSL 



^l-2ü., 



SO ist nach (6): 

log tg«4- p^p^p^,, - log ^''-;f;Zl'''^ - (^' - 



M 



"y ''y+l 



y-r-{ii.-s^yr^u+{ii,-¥ys^; 



1/ = 1, 2, 3, 4; für den Index 5 ist dabei 1 zu setzen. 

Demnach hat man z. B. für log tg' — P^P^P^ die folgende Rechnung zu machen: 





M- 


• • 9,6378 




rj= 66,95 


33,83 • 


• • 1,52930 




r^- 56,88 


43,90 • 


• • 1,64246 


3,17176 


«1= 77,73 


23,05 • 


• 1,36267 
• • 2,00337 


3,36604 


25, - 201,56 


100,78 • 



8,1085 
7,9953 
8,2751 
7,6344 



0,02295 



9,80572 



0,01285 


0,01010 


989 


1306 


1884 


411 


431 


1864 


0,04589 


0,04591 



log tg* Y PiPoP» = 9,80572 - 0,01010 dr^ - 0,01306 dr, + 0,01864 Ss^. 
In derstilben Weise wird gefunden: 

log tg* 4- PjPoPs = 0,19729 - 0,01488 dr, - 0,01630 Sr, + 0,01996 ds. 
log tg» y P^PoPt = 9,81105 - 0,01428 dr, - 0,00818 dr^ + 0,01834 ds, 

log tg» y PiPoPi = 0,19498 - 0,01977 dr^ - 0,02039 dri + 0,02571 ds^. 

Hiernach lauten die Bedingungsgleichungen: 

= 3,01 + 18,6 SSi + 20,0 ds, - 10,1 Sr^ - 27,9 Sr^ - 16,3 Sr, 
= 8,34 + 20,0 ds, + 18,3 ds, — 14,9 Sr, — 30,6 dr^ - 8,2 Ör^ 
= 6»0S + 18,3 dSj + 25,7 ds^ — 14,3 Sr^ — 28,0 dr^ - 20,4 Sr^ ; 

1) F. G. Gauss a. a. 0. 8. 638 — 89 und 642; vgl. ferner: 0. Eoll, die Theorie der Beobaohtnngsfehler u. die 
Methode der kleinsten Quadrate usw. Zveite Auflage 1901, S. 262 — 867, woher auch das obige Beispiel entnommen ist. 
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maltipUziert man sie mit -^ 



— 3,862, so gehen sie in die znerst bei III angegebenen Glei- 



chungen über. - '+' 

Die Ausgleichnng mit Bücksicht auf diese letztem Gleichungen, die noch durch 10 dividiert 

und für deren Koeffizienten Mittel aus den auf den rerschiedenen Wegen erhaltenen Werte genommen 

wurden, ergab nun: 

224,42 Jki + 166,38 k, + 44,27 Ä, = - 1,160 

166,38 hl + 245,43 Ä, + 111,36 Ä, - - 3,217 

44,27 ky + 111,36 Ä, + 249,93 Ä, 2,327; 






Sst 



ki — + 0,00830 

- 4- 0,046 m 

'"'" ih + h)-- 0,079 
(h + *.)-- 0,123 



ifc, 0,01735 



ha 0,00304; 



Ss^ 



0,88 

7,09 
1,18 

9,958 
1,16 



**•! = 1^ (- 3,89 K - 7,87 Je,) 



**•« - i^ (- lö'^*^ *i - ö''^^*») 



K 



0,026 



0,005 m 

- + 0,007 

8r, = :—(- 6,29 Äi - 11,81 k, - 5,51 Ä,) = + 0,131 
dr^-j^^C- 3,14 Ä, - 10,80 A.) = + 0,047 



mitü. Fehler der Gewichtseinheit = 1/— ^-g — ■= ± 0,133 m . 



öaußsche Gleichungen zur Pothenotschen*) Aufgabe. 

§6. 

Eriterinm fflr die physische Möglichkeit der Daten in der Pothenotschen Aufgabe. 

Wenn das Zentralsystem, Fig. 3, in sich schließt, so ist 

180« _ 1 (y, + y, + y,) 

und 

«7= «^1 + «^ + e^s* 

Nimmt man nun mit den Seiten der Figur 3 differentielle Änderungen vor^ so muß, wenn die Figur 
möglich bleiben soll, zwischen ihnen nach (8) S. 10 die Bedingung bestehen: 







JJ, 



«^J«^ •'•'l «^8«'l *'*'t «'l«^l 



Nach (17) S. 12 dagegen muß die folgende Gleichung erfüllt sein: 

« 8iii(y^--(c^+ft)) /^ii __ ni!s\ , 8in(y,— (g^+fe )) / g,^g , _ r^^X . flin(y, — (a, + ft)) /8, ^g, _ »y^'iX . 

Es muß daher 

(1) 



8in(y^~(c,+ft)) ^ 8in(y,-~(a^+fe )) ^ 8in(y8 -- (g, + ft)) 
g| fj g, r^ g, fj 



sem. 



1) Nach Prof. £. Hauiieb (Über die Aufgaben der einfachen trigonometrischen Ponkteinschaltung, Zeitschr. 
f. YermeBanngswesen 1895, S. 699 tmd 604) ist es richtiger, diese Vierecksaufgabe als die SirsLLnjssche zn bezeichnen. 
Vgl. auch W. Jordan, Handbuch der Yeimessungskunde , n. Bd. 1904, S. 861. 

KrOger, B«dingiing«gleiohTuigen ftlr LinienneUe und ftlr BückwArtsefaitohnitte. 3 



18 



GAusssche Gleichungen zur PoTHRNOTSchen Aufgabe. 



Ebenso findet man, daß für das Viereck Figur 4 die Bedingungen 

8in(360» - 7, - (a, + ft)) sin (y, + (o, —/?,)) Bin (y, - (a, — ft )) 



«i'^S 



hn 



hU 



(1*) 

bestehen müssen. 

Bezeichnet man die Eckpunkte und zugleich auch die Winkel des Dreiecks^ das aus den 
Seiten s^^s^, s^ gebildet und dessen Inhalt J ist, durch Ä^,J^yÄ^y so ist je nachdem man die Fig. 3 
oder die Fig. 4 zugrunde legt: 

A = ßB±(^l, A = ^i±ßl, ^ = «8 + ft- 

Femer seien auf einem vierten Punkte C, dessen Entfernungen nach Ä^, A^, A^ beziehungsweise rj, r,, r^ 
sind, der Winkel zwischen den Richtungen nach A^ und A^ gleich 8[j, der Winkel zwischen den Rich- 
tungen nach A^ und A^ gleich ^ und der Winkel zwischen den Richtungen nach A^ und A^ gleich Slg 
und zwar alle drei in demselben Sinne, ebenso wie J.^, A^y A^ gemessen. Dann ist übereinstimmend 

nach (1) und (1*): 

Bin («j - A^) sin {% — A^) sin («, — A^) 



«1^8 



«j^i 



hU 



(2) 



Liegt C innerhalb des um A^j A^y A^ beschriebenen Kreises, so sind die drei Sinus in (2) 
positiv, liegt C außerhalb desselben, so sind alle drei Sinus negativ, und liegt C auf der Peripherie 

dieses Ej*eises, so sind alle drei null. 

Dies erkennt man am besten aus der folgenden 
einfachen Ableitung von (2). 

Es sei d die Entfernung des Punktes C vom 
Mittelpunkt M des um A^yA^y A^ beschriebenen Ej-eises 
und Q sein Radius. Dann ist: 

c?« = p«+ ri>- 2Qr^ cos {GA^A^ - MA^A^)y 

oder da MA^A^ = 90®— J^ ist, 

d'=(>'+ ri*— 2(>ri(cos CA^A^miA^+Bm O-i^J^ cos A^. 
Nun ist aber 

sin 0^,4,-^^^, 




Fig. 6. 

cos CA^Al^ = - 



r, — fg coB 



^s ist: 



folglich wird, wenn man berücksichtigt, daß 2 9 sin ^^ 



oder 



In derselben Weise ergibt sich 



p'-d« _ 8in(g,~^) 



d« sin {% 



«s^. 



A,) Bin(«,-^,) 



«l*'8 



«jfl 



(3) 



Je nachdem (> ^ d ist, sind die Sinus positiv oder negativ. Für p = rf sind die drei Sinus gleich null, 
ausgenommen, wenn G mit einem der Punkte A^y A^y A^ zusammenfällt, ein Fall, der aber in der 
Praxis keine Bedeutung hat; alsdann ist einer der Sinus gleich null, nicht aber die beiden andern. 
Die Gleichung (2) rührt von C. F. Gauss her und zwar wurde sie zuerst von ihm durch 
Verwendung komplexer Größen entwickelt; auch ein geometrischer Beweis, bei dem zu der ursprüng- 
lichen Figur eine andere mittels Transformation durch reziproke Radien vom Punkte C aus hergestellt 



§ 6. Kriterinm für die physische Möglichkeit der Daten in der PoTHENOTSchen Aufgabe. 19 

wurde, ist von ihm angegeben (Band VIII, S. 316—317 und S. 331—334)^). Die Gleichung dient 
Gauss als Kriterium für die physische Möglichkeit der PoTHENOTschen Aufgabe. Sind nämlich 
Ai, A^y A^ Festpunkte und ist C ein zu bestimmender Standpunkt, von dem aus die Festpunkte 
angeschnitten sind, so muß zwischen den aus den Messungen gewonnenen Winkeln und den Winkeln 
zwischen den Festpunkten die obige Bedingung bestehen. Man kann für die Winkel auf C nicht 
irgendwelche willkürlichen Werte annehmen, die zu drei gegebenen Festpunkten gehören sollen. 
Z. B. würde es unmöglich sein, G zu bestimmen, wenn man verlangte, daß die drei Richtungen naclT 
den Festpunkten Winkel von 120^ miteinander bilden, sobald das durch die Festpunkte gebildete 
Dreieck einen stumpfen Winkel größer als 120^ enthält (a. a. 0. S. 310). Aus einer physisch möglichen 
Lage des Beobachtungspunktes C wird sofort eine unmögliche, wenn man eine der Richtungen nach 
den Festpunkten in die entgegengesetzte, um 180^ verschiedene, übergehen läßt Auch wenn die 
Aufgabe unmöglich ist, gibt die Rechnung dennoch ein Resultat, aber eine der Richtungen auf G 
erscheint jetzt in die entgegengesetzte abgeändert. Nach Gauss ist nun die PoTHENOTsche Aufgabe 
physisch unmöglich, wenn die drei Sinus in (2) oder was dasselbe ist, da die Summe der Winkel in 
dieser Gleichung 180^ beträgt, wenn 

sin («, - ^j + «3 - ^,), Bin (81, - A;) , sin (Sl, - A^) 

nicht einerlei Vorzeichen haben. Denn besitzen sie nicht dasselbe Vorzeichen, so müßte nach der 
vorigen Seite G einmal innerhalb und das andere Mal außerhalb des um A^y A^, A^ beschriebenen 
Kreises liegen. Ausführliches siehe darüber a. a. 0. S. 326 — 330. Das Kriterium gilt nicht, wenn 
einer oder wenn die drei Sinus gleich null sind. Alsdann liegt G auf der Peripherie des durch 
A^y A^y A^ gehenden Kreises; im letztern Falle wird nun die Aufgabe zwar unbestimmt, doch kann 
sie immerhin physisch möglich sein. 

Gauss hat noch die folgende Umwandlung für (2) angegeben (S. 319 — 320, a. a. 0.), aus der 
die Gleichheit der drei Ausdrücke ebenfalls hervorgeht. Nach Fig. 6 ist 

«1 - A = ^ A^C + ^ GA^A,, 



also wird 



oder wegen 



8in(g^~ ^) __ 1 



«1»*8 



= — (sin A^A^G cos GA^A^ + cos A^A^G Bin. GA^A^, 



sin A^A^G == ~- sin Ä,, cos A^A^G = - — ^» ^^ ^ ^ 

sin CA^A^ « J^ sin «3, cos GA,A^ = r,-r,cos^ ^ 

8 8 



*I *'s *1 *1 *8 



^ ^VT {^1 ^^ "^ + ^2 sin %^ + rj^ sin «J, 
öl », 00 

welcher Ausdruck bei der zyklischen Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 ungeändert bleibt. 

Die Gleichungen (1) bzw. (1*) lassen sich auch wie folgt schreiben. Für Fig. 3 ist: 

sin (g, + fe) _ 8in(«, +ft) _ sin («^ + fe) 

und für Fig. 4: 

sin (a, +ft) ^ sin (o, — pj ^ sin (— o r, 4- fe) ^ 



(4) 



'l ^8 *J **1 *8 ^% 



*1 ''s *t ''l *8 **! 



1) Vgl. auch A. Galle, Geodäsie, Leipzig 1907, S. 209—215. 

3' 



26 GAU888che Gleichungen zur PoTHsvoTschen Aufgabe. 

In einem beliebigen rechtwinkligen Koordinatensystem sei die Lage der Festpunkte Äy^, A^, A^ 
durch die komplexen Größen 

aj « a^i + iy^j o« - ^» + «y«; «s - a?j + »y, 

bestimmt y während zu den Punkten B^^ B^, B^ die durch die Gleichungen (14) erhaltenen komplexen 
Großen 

61 - El + »9u \-U + *9j. &8 - & + »9» 

gehören mögen. Die Lage des Beobachtungspunktes C soll der komplexen Größe 

x + iy 
entsprechen. 

Zur Bestimmung des letztem genügt eine der Gleichungen (14), da^ wenn z. B. das Azimut 

von A^C bekannt ist; es auch die Azimute von A^C und A^C sind. Wegen (17) erhUt man aus 

der ersten Gleichung (14): 

Ol - aj -^ 

und hieraus, indem man für a, h und a die Werte einsetzt: 

+ (a:,— a?i+»(yj-yi))sin(^-<i)(cos(fi-y + isin«i-y)} 

-«[^t-^i-(yi-yi)ctg(^-0-(^s-^i)+(ya-yi)ctg(^~0]}- 

Setzt man 

«s - ^ - (y« -yi) ctg (<i- <i) - li.i 

«8 - ^1 - (ya-yi) ctg (^- <i) - 58.1 ,jgv 

(ai-a?i) ctg («8-0 + y» - yi '^ %.i 

(^8-^) ctg Ä - '1) + y8 - yi « ^?8.i; 

so wird 

{ctg (<,-«i) - ctg (^,-<i))(ji-a^ +i(9i-yi)) = %.i - 1J8.1 - »(l«.i~$8.i)- (19) 

Dadurch ist die Lage des COLLiNSschen Hilfspunktes B<^ bestimmt 

Bezeichnet o^.q in ^ das Azimut Ton B^^ dann ist das Azimut von G ebenfalls gleich a^.g 
oder gleich o^.o ± 180®. Es wird aber nach (19) 

tg«...-fEf — V^^' (20) 

Ist hieraus das Azimut von A^C berechnet, so findet man auch leicht die Azimute von A^C bzw. 

A^C\ es ist z. B. 

Az. (^C) - Az. {A^Q) + ^ - «1. 
Nun ist aber 



ig(^o-^^^..-J^-5E*^|^^i 



mithin wird: 



(af-x,) (tg 0,0- tg o,.o) - («,-«1) tg oj.o - (y,-yi) ^21) 

y- Vi -(«-«,) tgo,.o. 
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Formt man die erste dieser Gleichnngen um, indem man 

tg eil. o + tg (<,-«,) 



tg«li 



setzt, so wird 
oder nach (20): 



i-tga,.,<g(t,-g 



(22) 



(^-^) (1 + tg* «i.o) =- Im + %.i tg »1.0 

^f 1 —^81 
=. t •) *8-l *8-l 

Ist Ueraas x — x^ berechnet, so ergibt sich y ^yi ans der Gleichung: 

y-y. — f^Zf^(«-«i); (23) 

es ist auch 

*8 • 1 ^f • 1 »1 . l ^8-1 



Setzt man 

»a-l ^l' l »8-1 ^ ■! , JL 



»t -1 »t -1 



(24) 



(«..l-«8.l)*+('J..|-^..l)" 

80 hat man femer: 

x-x^^ *(%.! - Vi.i)> y-yi — *(6t.i -Ss.i); 

das sind die Formeln von Lindemann und G. Runge. ^) 

Die aus der Entwicklung der andern beiden Gleichungen (14) folgenden Ausdrücke für x — x^, 
y — yt bzw. X — x^f y ~-yz ergeben sich aus den obigen durch zyklische Yertauschung der Indizes. 

§9. 

Andere Ableitung der Lt^e des Beobaclitnngspnnktes. 

Die Lage des Festpunktes A^ soll wie im vorhergehenden durch (i^^x^ + iy^^ i/ — 1, 2, 3, 
und die Lage des Beobachtungspunktes C durch g ^ x + iy bestimmt sein. Die dazu konjugiert 
komplexen Größen seien a^^^x^ — iy^ und z'^x--iy. Femer sei wieder t^ der auf C beobachtete 
Richtungswert nach dem Festpunkte Ä^^ der durch ZufÜgung der Eonstanten u in das Azimut a^,^ 
übergeht, also 

ü^,^^u + t^ und a^-)f-r,c'••^ a/- /- r^e''^'^ ^ 
mit r^ — CA^. 



*) LiNDKMAinr: Einige Berechnungsarten für die PoTHSHOTSche Aufgabe usw. Zeitschrift fOr VermesBungswesen 
Vn. Band (1878), S. 869—887. 

C. Büvex: Das Rückwärts-Einschneiden mit Koordinaten. Zeitschrift fOr Vermessnngswesen XXITf. Band 
(1894), 8. S04--S07. 
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Wir setzen wie vorher in (16): 

a^ - c-'^ sin (<3~^) - Ä(a/-i?0 (K-^) «-^0 - («b'-O («» -^)} 
«, - e-*^ sin (^ -<b) = *«-^') {(a,-ßi) {a,'-/) - «-/) (a, -<r)} 

«, = 6-'^sin(<,-O = *K'-O{(«.-^)«-^0-«-^0(«i-^)}i 

«1 + «j + «8 — 0; 
hierbei ist nach (9): 



Durch Bildung der konjugiert komplexen Größen in den Ausdrücken f&r a wird erhalten: 






<-*'(«! -if) {(Os'-O («2-^) - K-^) (V-^O) - ^^ flin (^-^) 
«/-Ä>,-^){(a,'-0(a,-ir)-(a,-^)(a,'-/)}-e'^sin(^,-0 

«,'-*>,-^){«-£rO(a,-^)-(a,-^)«-xr'))=^e'^sin(<,-.0, 

ai'+aj'+ «j'— 0. 

Aus (25) und (26) ergeben sich die folgenden Beziehungen: 

k k' 

«i(fli--<^) «»'(<»»' — O 

Addiert man diese Gleichungen^ so wird, da die Summe der a bzw. der a gleich null ist 



k ^ k' ' 

oder wenn man 

setzt: 



k AT 

Damit findet man aber aus (27): 



tO €9 CD €9 Oi <D 



(26) 



(26) 



(27) 



(28) 



«i(«i-«) «o,'-«')' «,(«.—») «.'«-»0' s(o.— «) ««.'(«».'-«')' 
oder 

- ^ «-0 + ^ («.-') -0 (29) 

wobei also jede Gleichung die Folge der beiden andern ist. 
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Ausführlicher geschrieben, lauten die Gleichungen (29): 



«l«l+«l«l+«8«t y _ « /<+<<+ <«»' ^ _ «8g8 + «l«l ^ ' , <<+«i'g|' o. =- (29*) 

«8 «8 «a " «1 • 

Eliminiert man z aus den Gleichungen (29) , so erhalt man a aus einer der drei nach- 
stehenden Gleichungen: 

(5-^)«''^+('^'-«.>-(^«»-^«.)"'-0 (30) 

(5 -"5^) "'«+ («s'-öiO "> - (^ «» - -J- »i) ">' = 0. 

Nun ist aber nach (25) und (26) 

«1«^' — Oj'«, — «,«,' — «,'«, = «,«1— «»'«1 

- TT (a.-,)?a^-")'(a.-.) 1^ (ä-::7)(S'^-?)(S7=Ö - ^* '^(^-^) ^^(^»-^) Büi(«.-<i)- 

Scha£ft man in den Gleichungen (30) die Brüche fort, so gehen sie daher alle drei in die folgende 
Gleichung über, wenn man dabei noch berücksichtigt, daß c^'+ «2'+ <^'™ ist: 

Die Gleichungen (29*), (30) und (31) fanden sich (ohne Entwicklung und ohne Erklärung der Zeichen) 
im GAUSSschen Nachlaß (a. a. 0., S. 322 Art. 4). 

Die Gleichung (31) laßt sich nun wieder benutzen, um für die Rechnung geeignete Aus- 
drücke (ygL S. 27) der rechtwinkligen Koordinaten x, y herzuleiten. 

Zunächst bringen wir sie mit Hilfe der Bedingungen «i + «, + a$ » »> 0^' + fl^' + <^' ii^ 
die Form: 

— «i«8'«i'K— öl) («s'-öiO + «»«/«j'K-ö^i) (»/-»i')- 

In dieser Gleichung ist zu setzen: 

Oi — Oi = Aa?,+ »Ayj, «b - <*! — AiCj+iAy,, 

j8f — %= Aa: + iAy, 
wobei 

Aa?, = a;, — a?j, Aa;, =« a?, — aj^, Aa; = a;--a?i, usw. 
ist. 

Nach (25) und (26) ist femer 

«,«1'«,' = e*^! . c'C^-^ sin(^- ^) 8in(<i- ^ sin(<,- ^J 
«3 a/ «,' =- ^ ^ . e-'(^-« sin (/;— ^,) sin (^ — ^) sin {i^ — ^J ; 

der Ausdruck für tx^a^— a^a^ ist bereits angegeben. 
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Da man den Faktor sin(^ — ^) 8Üi(<i— ^) 8in(^— ^J wegheben kann, so erhalt man demnach 

aus (31*): 

{^(*i-^ 8in(^- (Aa:,-tAy,) - ^(^-^) 8in(^-<i) (Aa?,-tA%)} (Ax + iAy) 
- 4i {^^^■''^ (Aa^+iAy,) (Aa?3-iAy,) - e-'(^-^) (Ax,+ iAy,) (Aa^-iAy,)}. 

Der Koeffizient Yon (Aa; + ^*Ay) laßt sich umwandeln in: 

sin(f,— ^i) sin(^-^i) {Aa;jCtg(^-<i) + Ay, — Aa?, ctg(^-^i)— Ay, 

+ i(Ax^ — Ay, ctg(^j - 1^) - Aa:, + Ay, ctg«, - «i)) } , 
oder wenn wie in (18) 

Air, ctg(^-«i) + Ayj = %.i, Afl;^- Ay, ctg(^-^) « |,.i 

^^8 ctg(^--'i) + ^Vi-Vii, Aa:,- Ay, ctg(^-«i) - |,.i 

gesetzt wird, in: 

sin(^-^)8in(^-^i) {%.i-%.i+*(6s.i-i8.i)}- 

Die rechte Seite der obigen Gleichung ergibt: 

(Aa:,Aa;,+ Ay,Ay,) sin(<j— ^) + (AajjAyg-Aa^jAy,) cos(^-^) 

oder da t^— t%^^ — ^ — (t%— ^) ist: 

sin(i^-<i) sin(^-<i) {(Aa:,Aa:3+ Ay,Ay,) (ctg(^-<i) -- ctg(^-^i)) 

+ (Aa:,Ay,— AajjAyj) (ctg(^j-^) ctg(^,-^) + 1)} 

= sin(^3-«i)sin(^,-^i){%.j8.i-i?a.il,.i}. 

Mithin fOhrt (31) auf die Gleichung: 

die in die beiden Gleichungen: 

(%.i-%.i) ^^ - (^1- 68.i) Ay « %.j8.i-$8.i%.i /32«x 

(5s.i- l8.i) A^ + (%.!-%. i) Ay = 
zerfällt. Die Auflosung der letztem liefert wieder die auf S. 27 gefundenen Werte. Setzt man 

P- - tg a,.o - - ^'^^^^ \ (33) 

80 wird auch 

Aa;«co8ai.o(l,.iC08ai.o + i?,.iSinai.o) =• cosai.odg.i eosoi.o-t- i^j.^ sina^o) 

Ay — sinai.o(S,.i cosai.o + %.i sino^.o) = sin a^. 0(63.1 co8ai.o+ %.i sina^o), 

und hieraus 

n = 6».i cosa3^.o + %.i sina^.o - Sj.i cosffi.3 + i?j.i sinoj.o- (35) 

Wenn man in diesen Ausdrücken für r^ die Werte von l^.^, 1^3. ^ usw. einsetzt, so findet man 

^1 " BS(^=r^ <^^« ^^^(^0+ ^-<i)-Ay3 cos(ai. 0+^3-0} 
"^ irin(^^^) *^^« 8Üi(«i.o+ <8~0- ^»8 cos(a,.o+^-<|)}, 



(34) 
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was sich auch unmittelbar durch geometrische Anschauung ergibt. Indem man nämlich von Ä^ ein 
Lot auf CA^ fallt, hat man ftlr dieses die beiden Ausdrücke 

rj sin(*,— ^) und + Aa;, sin(ai.o+^— ^) — ^y« cos(ai.o+^f-*i)- 
Da A^« ^D coso^.,, Ayi» 5|.2 sinoi.,, usw. ist, so wird femer 

^i^ Bin(^-0 ""'^''^^-''*-^"*"^""^^ 

was man auch durch den Sinussatz erhält. 

Auch die Gleichung (33) läßt sich leicht geometrisch ableiten. Verbindet man die Mittel- 
punkte M und M' der beiden Kreise um CA^A^ und CA^A^ (s. Fig. 8), so steht MM' senkrecht 
auf AiC, daher ist das Azimut von MM' gleich a^,Q+90^. Sind nun X, Y und X', Y' die recht- 
winkligen Koordinaten von M und M', so ist daher 

Das Azimut von A^M^-^^~^^^^ ist aber gleich «1.8 + 90*— (<^—/^), folglich ist 

X-x^ 2ginV-<i) ™(«i.J-(^- ^1» =- Y {-^i* »^^ « ctg(^-g + Sj., cosai.,} 

= ^ {-Ay,ctg(<,-<i) + Aai) =4^i 
und 

^ - yi =" + 2iS(v^ ^''' ("^^ •»"■ ^^^ 

und ebenso, da das Azimut von A^M' ^ ^ . 7>'' /\ gleich a^.j-f 90*— rt,— O ist: 

Mit diesen Werten wird für tg a^.Q wieder die Gleichung (33) erhalten.^) 

Diese Formeln lassen sich auch benutzen, wenn die Entfernungen der Festpunkte und deren 
Azimute gegeben sind Man hat alsdann: 

1) Eb Bei hier noch erwähnt, dafi die nach Ch. A. Vooler (Geodätische Übungen usw. Erster TeiL Berlin 
1899, S. 150—152} von H. Gbassmavn zuerst veröffentlichte Eonstraktion der PoTHBvoTsohen Aufgabe, die wie oben 
ftiigogoben ebenfalls zur Gleichung (83) führt, auch schon Gauss bekannt war . Dies war bereits von Prof. Yoolbb anf 
Grand einer GAussschen Notiz über die Orientierung des Meßtisches vermutet worden. Gauss* Werke, Band ViU, S. 828 
heißt es: „Die elementarische Konstruktion für das PoTBSNOTSche Problem besteht darin, daß man Punkte in der 
durch (0) gehenden, gegen (1 • 0) normalen Geraden bestimmt. Von einem solchen sind die Koordinaten polar relativ 
gegen (1) (a. a. 0. steht irrtümlich (0)): 

Distanz . /q^o^q . x » Richtung: 1 -2 + 90« — (0.2 — 0- 1)." 

Dabei bezeichnet (0) den Beobachtungspunkt, (1) und (2) zwei Festpunkte. 

Auch diejenige Konstruktion eines Bückw&rtseinschnitts, die sich darauf gründet, daß durch Abbildung 
mittels reziproker Radien von einem Festpunkte aus, die Aufgabe in die Bestimmung eines Vorwftrtseinschnitts über- 
geht, ist S. 828—829 von Gauss angegeben. 
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«1 



Bin(i, — fj) ' 



« 



i-s 



n 



8in(e, — ti) 

Aa; = co8*ai.o(|«.i + ^2.itgai.o)-co8*ai.o(l8.i + %.,tgai.o) 

Ay = Aa:tgai.o; 
Aus der obigen GleichnDg: 



rj =» « sin (oi.Q—N) = n' sin (Oi.o— -N^O- 



(36) 



, n sin ^ — n ein ^' 

© 1 • ~ ^ cos -^ — w' coB jy 

kann man weiter diejenigen Formeln ableiten, die gewöhnlich zur Auflosung der PoTHENOTschen 
Aufgabe benutzt werden. Es ist hiemach auch: 

. _ (n — W) (sin J\r+ ein N') + (n + n') (sin N-^ sin JVQ 

^S<ho (^ _ ^') (cos ^+ cos N') + {n + n) (cos JV— cos N') 



folglich wird; wenn 



und 



^,tg^(^N+N')Ui^(N-in' 



T-t8« 



1 t8r-i-(2<r-iyr') 

tg s - tg(46«+ g) tg 4- (.N- ^') - 



gesetzt wird: 



8 V- - / tg (460-0 



(37) 



(38) 



Umgekehrt kann man also aus diesen beiden Formeln die Gleichung (33) ableiten. 



Auch die GAUSSschen Oleichungen (5) lassen sich zur Auflösung der PoTHENOTschen Auf- 
gabe benutzen. Es ist 



femer ist 



ii» si n («0 .8 — «0 .» — («1 .8 — «1 •«)) ^ Tl «. 8in(gi-i— q>.o) ^ Bin(Ot .p— at ., + 0^.,- 

-cos(ao.8~ao.i){l+tg(ao.8-ao.i)ctg(ax.o-ai.2)}; 
ri — r, cos (ao.,-ao.i) «= s^.^ cos C«!.©-»!.»). 



«Q.l) 



Setzt man demnach 



j^^s^ Bm(t.-^-(a..,-a,..)) 



(39) 



SO hängt das Vorzeichen von Je allein Ton cos (t^ — t^) ab. 
Ist nun erstens 

cos (t^ — tj) positiv 
und 

*<1, 
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so hat man 



A - sin* (p, tg («1.0 — 01.,) «- - tg (^ - ^) sec« q> 

r^ «1.8 cos («1.0 -öl.,) tg* 9?, 

und für 

i - sin« 9, tg («1.0-»!.,) »« tg (^-0 tg« 9> 

ri «= Si., coB (oi.o — Oi.s) sec* y. 
Ist zweitens 

cos (<j — ^i) negativ, 

so wird 

- * =. tg* 9, tg (Oi.o-ai.j) tg (^-*i) cos* q> 

n — «1., cos (oi.o — »i.,) sin* q>. 

In allen Fallen ergibt sich r, aus der Gleichung: 



(40) 



(40*) 



(40**) 



r,-^sec(^-<i). (41) 



Bedingungsgleichungen für Rückwärtseinschnitte. 

§ 10. 

Erste Form der BedingnngsgleiclLimgen. 

Mit Hilfe der Gleichung (5) S. 20 lassen sich Bedingungsgleichungen fdr einen Rückwärts- 
einschnitt nach mehr als drei Festpunkten aufstellen. 

Auf dem Punkte C, Fig. 9, seien die Azimute nach 
den Punkten Ä^, A^, A^y Ä^ der Reihe nach a^.^f a^,^, a^,^, a^,^* 
das Azimut der Richtung Ä^G sei a^.Q und das Azimut der 
Richtung Ä^Ä^ sei a^.^. Die Entfernung von C nach Ä^ ju 
werde durch r^ und die Seite Ä^Ä^ durch s^,^^s^,^ bezeichnet. 

Für das Zentralsystem CA^A^J^ ist nach (5) S. 20: 

Bin (gp., — gp .« — («1 ., — Ol .«)) ^ Bin (g^ .^ — Op .p — («i .i — <S -t» 
Bin(gp.,— ap.t — (g,.,— g ,.^)) Q 

Die Gleichungen f&r das Zentralsystem CA^A^A^ ergeben sich hieraus, indem man den Index 3 mit 
dem Index 4 vertauscht: 

gjn («0.4 — «0 .« — (Oj .4—^ »)) ^ Bin(gp.^— gp.^ — (g,.^— g,.^)) ^ 8in(gp., — gp.^ -- (g^.,— g^.^)) ^ ^ ^ ,j^v 

*'l*f-4 '"1*1.4 *'4*l.f 

Ebenso findet man Qi.8.4 imd Qs.8.4 durch entsprechende Yertauschung der Indizes: 

»in(go.4~go.8 — («1.4 "-^»)) Bin(g„.^ — gp.,— (g,.^— g,.^)) sin (gp ., — gp .^ — (g^ ., ~g^ .^)) _ ^ 

**1^.4 ''•*l-4 *'4*1.8 ^^ .|..^v 

gin(aD.4— «08— («84— « 1 .8» Sin(g0.t— «0.4— «H-t— «8.4 )) _ W« K.8— «0.8— «*4.8— «4.1» _ Q 

— — BS . ^ ^ Mj . J . 4 • 

*'l«S.4 ^8*8-4 ''4*1 -8 

Krflger, BodlngnngtfrlelohQngoii fftr Linlennetse und fBr Bttckw&rtMinBdinltte. & 
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Andrerseits hat man aucli nach (5) S. 20: 

Ö1.2.8 == . / . {^1 sia K.8-»o.«) + ^2 sin (ao.i-^o.s) + ^« si» (ao.i~«o.i) } 



*1 • 1 *1 • 8 *• • l 



Qi.».4 - . . . {»"i sin («0.4-00«) + ♦■» sin (oo.i-Oo. J + r^ sin (a^.t-Ooi)) 



*1 .1*1.4*4.1 



Qi.j.i - . . . [^t sin («o.4-«o.») + »•» sin (ao.i-Oo.J + r* sin (s.j-Oo.i)} 



(2) 



*1 -S*«. 4*4-1 



Qi.s.* = . / . {*•« sin (oo.^-ao.i) + »•, sin K.j-OaJ + r^ sin («„..-Oo.,)) • 



*t • 8 *8 . 4 *4 • « 



Die Ausdrücke gehen durch entsprechende Yertauschung der Indizes ineinander über. 
Aus (2) folgt zunächst die identische Gleichung: 

*'4^1.8^Ä.«*8.1^1.8.8 ^8 ^12 ^2.4^4-1 *^l. 8-4 + ^2 ^1.8 ^84 ^4-1 ^184 ^1^2.8*8.4*4.2^2.8.4 "" ^' W 

Es lassen sich aber auch aus je drei der Q in (2) Identitäten herstellen. Multipliziert man z. B. die 
ersten drei Ausdrücke der Reihe nach mit sin (aQ. 4— aQ.i), — sin (aQ.,— aQ.i), sin (aQ.j— aQ.i) und 
addiert sie darauf, so wird wegen 



(4) 



(5) 



(5*) 



sin (ao.i ~ a^.^) sin (a^,^ — a^.^ + sin (»0.1 - a^,^) sin (^.^-a^.f) 

+ sin (oo.i- «0.4) sitt («0., — ao.j) « 0») 
erhalten : 

*1.2*2.8*8.lÖl.2.8 8in(ao.4-ao.l) + *1.2*2.4«4.lQl.2.4Sill(«0.1— ö^o.b) 

+ «l.S*8.4*4.lÖl.8.4ßill(ö0.2-«0.l) = 0. 

Ebenso ergibt sich: 

*1.2«2.S«8.l03L.2.8 8iaK.4-«0 2) + «1.2*8.4*4.1 Ql. 2.4 «n(ao.,~ao.j) 

+ *2.8*8.4*4.2Q2.8.4sin(ao.8-ao.i) = 
5i.2*2.8*8.iQi.2.8sin(ao.4-ao.3) + 5i.,S8.4S4.iQi.8.4 8m(ao.,--ao.8) 

+ *2.8*8'.4*4.2 Q2.8.4 sin (»08 — Ö^O.l) =^ ^ 

*1. 2*2.4*4.1 Ql. 2.4 8«! (öt0.4-«0.8) + *1. 8*8.4*4.1 öl. 8. 4 ßi^ K.2-öto.4) 

+ *2. 8*8. 4*4.2 Q2.8.4 SÜl (ao.4-ffo.l) "^ 0. 

In diese vier Identitäten sind nun für die Q die Werte aus (1), (1*) und (1**) einzuführen und 
zwar muß man solche Werte auswählen, daß sich r wegheben läßt. Bei (5) z. B. sind diejenigen Aus- 
drücke für die betreffenden Q zu nehmen, bei denen r^ im Nenner steht; bei der ersten Gleichung (5*) 
muß man die Ausdrücke mit r^ im Nenner nehmen, usw. Diyidiert man darauf noch (5) durch 
*i. 2*1. 8*1. 4; ^^® ^^^ Gleichung (5*) durch «2. 1*2. 8*2. 4 ^^^-^ ^^ findet man für die Bedingungsgleichung 
bei einem Rückwärtseinschnitt nach vier Fixpunkten die folgenden vier Formen: 

1) Eine Ableitung dieser Gleichung, von deren Richtigkeit man sich leicht überzeugt, indem man 

sin(ao.j — ao.«)"i^i(«o.8 — «0.4) 
durch 

Y { cos (ao.j — do.« — »0.8 + Ö0.4) — CO8 (oo.i — flof + «0.8 — «0.4) } 

ersetzt usw., hat W. Fb. MEnsB gegeben (Über den PxoLEMAischen Satz, Arch. der Mathem. u. Phjs. 7. Bd. 1904, 
S. 1 u. f.). Die Gleichung wurde auch bereits von Gauss benutzt, vgl. Bd. IX, S. 104 
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-^ sin (»0.8 - «Ol) 81^ K8-öto.4-(ö4.a-«4.4)) + T— sin (ao.8 -ao.O Bin («0.4- 

+ -— Bin (ao.4— ao.i) Bin («o-j-Ss — («i.j— ö^ls)) - 

-i- sin (ao.i -«oj) sin K.4~«o.s-(«i.4---«».8)) + r^ 8"^ («0.8 -«^^ 

+ -^ Bin (ao.4-ao.«) ^^ («o.8-ao.i-(«i.8-»s.i)) = 

*»•* (6) 

— sin (oo.i — Oo.s) Bin (ao.g-ao.A — (a,.,— a, J) + -— sin (aQ.^-a^,^) sin (öoi-ö^oi-C^s.*-«».!)) 

+ -— Bin («o.i-^o.s) BiJi («0.1 — «OS- (»8.1-öPj.,)) « 

''».4 

— Bin («Ol -«O.J Sill («0.8 — «Ol -(«4.8-«4.|)) + r- fliil («Ol -«0.4) 81^ («Ol — «08 — («41— «48)) 

•4.J 

+ 7— sin («08 — «0. 4) sin («o.2-«o.i-(«4.2-«4.i)) - 0- 






Wie man Bieht entBtehen diese GleichnngeD auseinander durch entsprechende Vertanschnngen. Ver- 
tauscht man in der ersten Gleichung die Indizes 1 und 2 oder 1 und 3 oder 1 und 4^ so erhält 
man die zweite oder die dritte oder die vierte Gleichung. 

§ 11. 

Untersncliniig ftber die gflnstigste Bedingnngsgleiclinng der ersten Form. 

Bei der Ausgleichung eines Rückwärtseinschuitts nach yier Fixpunkten ist nur eine der vier 
Bedingungsgleichungen (6) in Betracht zu ziehen, ebenso wie man bei der Ausgleichung eines durch 
Winkelmessung erhaltenen Vierecks nur eine der vier möglichen Seitengleichungen (mit je einem 
Eckpunkte als Pol) zu berücksichtigen hat. Sind mehr als vier Fixpunkte vorhanden, so tritt für 
jeden folgenden eine neue Bedingungsgleichung auf. Diese ergibt sich sofort aus (6), indem man 
einen der Indizes l,'-y4 durch 5, 6^ usw. ersetzt. Zunächst fragt es sich, welche von den vier 
Gleichungen (6) für die Rechnung am vorteilhaftesten ist. Dies soll im folgenden untersucht werden. 

Wir nehmen an, es sei 

wo t^ vorläufig ein in der Nähe von a^.^ liegender Wert ist, dessen Verbesserung Öt^ so klein sei 
daß man ihr Quadrat vernachlässigen kann. 

Alsdann gibt die Entwicklung der ersten Gleichung (6), wenn man 

Fl = — Bin (^,-^1) sin (^3- ^4 -(«1.8 -«1.4)) + r^ Bin (t^ — ti) sin (^4-^-(«i.4-«i.|)) 

j «1.. (8) 

+ — - sin (^4 - <i) sin («, - ^3 — (Oi.j-Oi.,)) 



setzt: 

^^ + '^'-*^ + f *^ + f H + |^*<.-o. (9) 

Dabei ist Öt^ in Bogenmaß vorausgesetzt. 
Es ist aber: 

JT T-^^(ßi-k) SUl (^4-^ -(«1.4-«!.»)) - T~ ®"^ (^-*l) öOS (^4-^ - («1.4-«1.|)) 

' ' * (10) 

+ ^ sm (t^- ^) cos (t^ -t^- («1.8— «1.«)); 
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ferner 

«04 - «08 — («1.4-«1.«) *== 0^4.0 — a4.i - («».0 — «J.l) 

und nach Fig. 9 

gin(go.i— «o.s) ^ sm(a,.o — 0^,^) Bm(a^,.i — ao.J ^ sin (04.0 —04.1) 

r, cos (ao.j — »Ol) "= ^2 - «12 <^08 («20 — «ii)- 

Infolge der getroffenen Voranssetzung über dt^ kann man aber in dem Differentialqaotienten t^ durch 
o^.y ersetzen und umgekehrt, so daß also 

wird. Daraus ergibt sich: 

"^ ^^ ®^° («4.o-a4.i - («8.o-«8.i)) jr^ sin (<4~tj-(«i.4-»i.8)) 

oder nach (1**) 

'^=-r,^^^U. (11) 

Q' bedeutet daB in Q jetzt t^ an Stelle von a^., gesetzt ist. In den Differentialquotienten kann man 
f&r die Q' die den Q entsprechenden Ausdrücke und auch dieselben Beziehungen, die für die Q gelten, 
benutzen, denn Q und Q' unterscheiden sich nur um kleine Großen von der Ordnung dt] nach Voraus- 
setzung sollen aber Glieder zweiter Ordnung in df yemachlässigt werden. 
Ebenso wie vorher wird, wenn man noch berücksichtigt, daß 

~- ^^ («o.2~ör.o.i) = :^ sin (a,.i-aa.o) 
und 

r^ cos K-i-öo«) ^ »'s — «1.8 <^s (»8. 0-^8. 1) 
ist: 

O Xf* 4 I 

-^ = + — Bin (^-<i) cos («^-^-(Oi. 4-01.5)) + — cos (^ ~^i) sin (t^^t^^ia^^^a^.^)) 

— -— sin (^4 — cos (^8— ^ -"(»1.8-öti.,)) (12) 

femer erhalt man, da außerdem 

r^ cos («0.1 -«0.4) - ^4 - «1.4 cos (öt4.o-«4.i) 
ist: 

-gvi - - -— Bin {t, — ti) cos (<4— ^-(«i.4-»i.«)) + 7— 8m (^ — cos ('«-^-(«i«— «ii» 

«'•4 "l.« •».« 

-^ COS ('4-0 «n (<»-<>- (Ol. j-Oii» (13) 

= _^ sin (<,-^-(a,.,-a,.,)) r, J* O;.,.,. 
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Nun ergibt sich auch leicht -^, denn es ist: 

1^ = + -^ cos («,-0 sin (<4-t»-(«1.4~«1.8)) - /- ^^ (h-h) «n (^4-'2-(«1.4~«1.2)) 

eil «1.1 *• - 



+ y- COS (t^ — <i) sin (<8 - ^ — («1 .«-«1 .1» 



8m. A ä^f 9»,A f^f , 8m 



=• +^«7; ^134 ^8 1 ^M«-4 + ^4 o ^n J 8 

*l.t *l-8 "'l-* 

'^ Z 2 (^2^1-9^l^9l^l'ZA "~^8^ia^l-4^2 4Öl.«.4 + ^4^1 8 *^l-8^8.8 ^^IJ-s)' 

Dafür kann man aber nach (3) schreiben: 

Tt ' 1« Ä 8 ^^8-8-4- ^ -' 

Indem man jetzt in 61. (9) die Werte der Diflferentialquotienton einführt, wird aus ihr erhalten: 

F, = ||-^»- sin (^4-^8-(ö^.4-«i.8)) (*<8-**i) ~ 7^ sin (<4~^-(«i.4-«i.»)) (H-*<i) 

+ /^ sal^^i-tt-{ß^.t-a^.;>){ßt^-8t^)] 

-'■l^*Q;.».4(*«.-*<l)-»-.^'ö'..,.4(H-*<.) + '-4f^Q'l.,.5(*<4-*<l) 



l.J *l-8 *^1'4 

oder wenn 



gesetzt wird: 



- J«riS,. ,.<?,. ^Sj.^Qj. 3.^ d^i — r,Si.,Si. 453.401.3.4*^ 

+ ^8^1 8 ^14 ^8. 4^1 -2- 4*^8 ~" *'4^1.8*1.8^.3 *'l-2-8*^4 



(15) 



J 



F ^ (16) 



*1 • f *1 • 8 *1 • 4 



In J ist die Summe der Koeffizienten der Verbesserungen bis auf kleine Glieder erster 
Ordnung gleich null. 

Vertauscht man in (16) der Reihe nach die Indizes 1 und 2; 1 und 3, 1 und 4, so ergeben 
sich die Gleichungen, die aus der Entwicklung der zweiten, dritten und yierten der Gleichungen (6) 
folgen, wenn in ihnen af^.^^'t^+St^ gesetzt wird. Durch diese Vertauschungen geht F^ nach- 
einander in — J?2, ""^8; ""-^4 ^^®^- ^^ femer, wie (2) zeigt, Qi.1.4 durch — Qi.8.4, Oj.^.j 
durch — Qi.t.57 ^^^' ^^^ ^4-8-8 ^^^^^ ^2-84 ßJ^Bötzt wcrdcu kann, so erkennt man, daß durch jede 
dieser drei Vertauschungen J in — J übergeführt wird. Es wird daher 



*l • 1 *t . 8 *f • 4 



*^l . 8 "1 ■ 8 *f8 • 4 



*1 ■ 4 *1 . 4 *8 • 4 



In theoretischer Hinsicht ist es gleichgültig, welche Form man als Bedingungsgleichung 
wählt; das ist es aber nicht, wenn es sich um die zu erreichende Schärfe bei der numerischen 
Rechnimg handelt. Für diese ist diejenige Form am vorteilhaftesten, bei der, denselben Rechnungs- 
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aufwand voraiisgesetzt, das Absolutglied und also auch die Koeffizienten der Verbesserungen die 
größten Zahlenwerte erhalten. 

Nun hat man aber nach (16) und (16*): 

Demnach ist es am Yorteilhafbesten, die erste, zweite, dritte oder vierte der Gleichungen (6) als 
Bedingungsgleichung zu wählen, je nachdem das Produkt der drei Seiten des Dreiecks A^Ä^A^, 
Ä^A^Ä^f A^A^A^ oder A^A^A^ (Fig. 9) am größten ist. 

Es bezieht sich aber die erste Gleichung (6) auf den Punkt A^, die zweite auf den Punkt A^ usw., 
da an diesen die in ihnen yorkommenden festen Winkel liegen und von diesen die in ihnen ent- 
haltenen s aussehen. Man kann daher auch sasen: 

DiejeiSe Bedingungegleichung der Pom (6) iBt als Ausgang für die numerische Rechnung 
am vorteilhaftesten, bei der das Produkt der Seiten des dem Festpunkte, auf den sie sich bezieht, 
gegenüberliegenden Dreiecks am größten ist. 

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich auch noch folgendes: Nimmt man mit dem Punkte C, 
Fig. 9, eine differentielle Änderung seiner Lage vor, so daß o^., in ao.^+da^.y übergeht, so muß 
zwischen den Differentialen der Azimute, da jetzt die f »0 sind und aus Q' nun Q wird, die 
folgende Bedingungsgleichung bestehen: 

^l*1.8^2.4^«.4^-8.4"^.l"~" ^1^1. 8 ^1-4 ^84 ^18. 4 "^02 /<g\ 

+ ^8«l.8«1.4«8.4Ql-2.4*«0.8-^4Sl.2«1.8«8.8Ql.2.8*«0.4 = 0- 

Diese Gleichung ist (ohne Ableitung) von G. F. Gauss angegeben, Band YIII, S. 319. 

Die Gleichung (15) laßt sich noch in anderer Weise schreiben. Man ersetze in ihr die Q' 
durch die entsprechenden Ausdrücke aus (2), in denen also jetzt t^ an Stelle von a^,^ tritt. Wendet 
man dann die folgenden Bezeichnungen an: 

^1 8in(^,- ^) - «1 r^ 8in(^i~ ^g) = ßi ^8 «°(^- ^i) ^ Yi 

ri sin(^^-^) - «j r, sin(^-0 - ß% U 8in(^-0 « y„ 

so kann man zunächst nach (4) setzen: 

n^8 sin(<,-g = iSr*r-0 (''i'^«"''«''^)^ 
weiter aber erhält man: 

oder wenn man noch 

ai + /Ji+yi = <^i ™<i ^t + ßt + Yi'^^i (19*) 

setzt: 

-•''==8fi^^=r<jK«i<^«-«2<'i)*^i+(/Ji<y2-A (20) 

Die Summe der Koeffizienten der Verbesserungen ist auch hier, ebenso wie in (15), gleich nuU, so 
daß man auch schreiben kann: 



(19) 
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Sind mehr als yier Fixpunkte vorhanden, so kann man, wie bereits erwähnt ist, die folgenden 
Bedingungsgleichungen leicht aus (16) bzw. (16*) erhalten, indem man in ihnen und in dem Aus- 
drucke f&r Jj Gleichung (15), irgend einen der Indizes 1, . ., 4 durch die Indizes 5, 6 usw. ersetzt. 
Gleichzeitig ergeben sich die entsprechenden Werte der F und der Q' durch dieselbe Vertauschung. 

Benutzt man jedoch ftlr J den Ausdruck (20), und will man die Bezeichnungen (19) und 
(19*) beibehalten, so ist für die folgenden Bedingungsgleichungen der Index 4 der Reihe nach mit 
5, 6 usw. zu vertauschen. Man hat alsdann an Stelle von (19) und (19*) allgemein: 

n 8in(^^+,-g - a^, r, sin(<i-^^^.,) = ^^ ^+« Bm(^2-^) - r^; 

«M + /»M + y^ - ^> (19**) 

ft- 1,2,3,. ... 

Die gleiche Verbindung der Verbesserungen wie in (20) habe ich auch bereits früher aus den 
Seitenbedingungsgleichungen für den Fixpunkt P^ als Pol und ein zweites Mal mittels der gewöhn- 
lichen Fehlergleichungen für die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes G abgeleitet.^) 



§12. 

Entwicklung der Bedingnngsgleichangen fftr die Ansgleichnng. 

Es werde nun angenommen, daß i^ der Beobachtungswert für die Richtung von dem zu 
bestimmenden Punkte nach dem Fixpunkte A^ sei. Seine durch die Ausgleichimg des Bückwärts- 
einschnitts geforderte plausibelste Verbesserung sei r,, in Sekunden. Femer soll u die jeder Richtung 
noch beizufügende Unbekannte bezeichnen, durch die die Orientierung der verbesserten Richtungs- 
beobachtung bewirkt wird. Dann sind also die Azimute der Richtungen auf G nach den n Fixpunkten: 

V — 1, • • ., n. 

Ist g^ das Gewicht von t^, so muß ^g^x^ durch die Ausgleichung zum Minimum werden, 
während gleichzeitig die Bedingungsgleichungen erfüllt sein müssen. 

Setzt man aber in den Bedingungsgleichungen (16) und (16*) 

<^ + t« statt i^^ 

so fallt ü heraus, weil die Summe der Koeffizienten der Verbesserungen in J gleich null ist, und 
da ferner die Beobachtungswerte t^ sowohl in den Koeffizienten der Verbesserungen als auch in den F 
nie alleiu, sondern immer in der Differenz vorkommen. Es tritt also für die Ausgleichung in diesen 
Gleichungen einfach T^:p" an Stelle von d^^, während die t^ in ihnen jetzt von irgend einem beliebigen 
Nullpunkte ausgehende Richtungswerte bedeuten. 

Wendet man die Bedingungsgleichungen in der Form (16) bzw. (16*) an, so muß man, 
wenn auch nur angenähert, die Entfernungen von G nach den Fixpunkten kennen. Es muß also 
die Bestimmung einer angenäherten Lage von C, die man sich aus drei Beobachtungswerten ver- 
schaffen kann, vorangehen. 



.1) Über die Ansgleichnng mit Bedingnngsgleichnngen bei der trigonometrischen Pnnktbestimmnng durch 
Einschneiden. Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu GKJttingen, math.-phys. Klasse 1900, S. 3—8 
und 26—29. 
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Die Kenntnis einer angenäherten Lage yon C ist jedoch unnötig, wenn man die zuerst an- 
gegebenen Werte der Differentialquotienten yon F^ in (10), (12), (13) und (14) benutzt. Alsdann 
lautet z. B. die aus der Entwicklung der ersten Gleichung (6) folgende Bedingungsgleichung« 
wenn man 



'1 j 



ffi =-— sin(^-^)cos(^4-^-(ai.4-ai.5)) 
Pi- -— C08(^- ^) sin(^4-*j- («1.4-«!.,)) 
Si'= - - Bm(^- cos(/^-<,-(ai.4-ai.,)) 
jPi"= t— cos(^4— 'i) sm(^— <,- («1.,- Ol.,)) 



(22) 



3i 



// 



8 



setzt: 



1 -4 



Sin(^4— t^) C08(fcj — ^- («1.8- »1.«)) 



p''i^i+(l>i-i'i' + l>/0t^i + (-Ä-2/+O^8+(«i+l>i-«i'0^«+ (23) 

Vertauscht man wie vorher in dieser Gleichung den Index 1 der Reihe nach mit den'IndiaaB 
2, 3, 4, so erhält man die aus der Entwicklung der drei letzten Gleichungen (6) sich ergebenden 
Bedingungsgleichungen. 

Man findet die Koeffizienten der Verbesserungen auch leicht bei der numerischen Auswertung 
Yon (6) mittels logarithmischer Differenzen für V\ wie es bei dem folgenden Beispiel geschehen solL 



§13. 

Beispiel. 

Auf einem Punkte C, dessen Lage bestimmt werden soll; sind die Richtungen nach den ftlnf 
Fixpunkten Ä^y . . ,, A^ beobachtet und zwar mit gleichen Gewichten. Die Fixpunkte sind durch ihre 
rechtwinkligen Koordinaten gegeben. Für diese geht die positive ^-Achse nach Norden, die positive 
y- Achse nach Osten. Dem Übergange von der positiven ^- Achse zur positiven y- Achse entsprechen 
wachsende Azimute. Die Beobachtungen auf C und die Koordinaten der Fixpunkte sind in der nach- 
stehenden Übersicht enthalten.'^) 



A 


X 
(Meter) 


y 

(Meter) 


K 


1 

2 
3 

4 
5 



+ 4228,239 
+ 2450,104 
- 949,776 
+ 100,177 



+ 2646,895 
+ 1536,840 
+ 4581,404 
+ 1735,395 


0« 0' o;oo 

184 141,50 
190 44 18 ,04 
280 41 38 ,59 
312 47 12,36 



(24) 



Es sind hier zwei Bedingungsgleichungen aufzustellen. 



1) Das Beispiel ist der „Ausgleichungsrechiiung nach der Methode der kleinsten Quadrate^^ usw. von 
F. R. Hrlmert, Leipzig 1907, S. 204 a. f. entnommen. 



§ 18. Beispiel. 
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Eine ganz rohe Zeichnung zeigt schon, daß unter den Bedingungsgleichungen für den 
Bückwärtseinschnitt nach A^, A^^ A^ und A^ diejenige die günstigste ist, die sich auf den Punkt A^ 
bezieht, weil das Produkt der Seiten des Dreiecks A^A^A^ größer ist als jedes der Produkte der 
Seiten der Dreiecke A^A^A^y A^A^A^y A^A^A^. Der Punkt A^ ist gleichfalls der günstigste für die 
Aufstellung der Bedingungsgleichung des Rückwärtseinschnitts nach A^y A^, A^, A^. Die beiden Be- 
dingungsgleichungen lauten daher nach (6): 

-«n(ao.i-ao.8)sin(ao.,-ao.;i~(ö^8.j-as.2)) + r^8in(ao.8~ao.3)sin(ao.;i-ao.i-(a,^ 

1 "•• (26) 

+ -— sin (ao.a-Oo.s) s»» Ki-^o.j-Cas.i-«».»)) = 0, 

A = 4 und 5. 
Dabei ist nach (21) 

zu setzen ; die Werte für t^ — t^ sind aus der Übersicht (24) zu entnehmen. 

Zunächst hat man die Längen und die Azimute der von A^ nach den übrigen Fixpunkten 
A^y A^y A^y A^ gcheudcn Verbindungslinien zu berechnen; es ist 



« 



tgöj.r 



SV.— _^ 



S^ 



«^-«» _ y^-Vi 



tv 



cosog.y Binoj.y 



Man erhält mit 7-stelligen Logarithmen, mit denen auch die weitere Rechnung ausgeführt ist: 



V 


«.., 


log«... 


1 

2 
4 
5 


212» 5'53';519 

31 58 32 ,622 

138 9 20,960 

175 1013,137 


3.461 2300.6 

3.321 4293.7 
3,659 3295.5 
3,372 5991.4 



Aus (24) und dieser Zusammenstellang folgt nun: 

ti-t, -169M5'41';96 
tj-t, 6 42 36,54 

t,-t^ -263 20 2,910 
«».«-«».4 - 253 49 11,662 

9 30 51 ,248 

tt-t^ =280 41 38,590 
a..4-«..i-286 3 27,441 



«Bt — «».5 = 



89» 57' 
122 2 

231 14 
216 48 



20';55 
54,32 

29,140 
19,485 



14 26 

312 47 
323 4 



9,655 

12,360 
19 ,618 



Damit ergibt sich aus (25): 



- 5 21 48 ,851 

ti - tt =176''58'18';500 

<h.i—<hi =- 180 7 20,897 

-4 9 2,397. 



10 17 7,258 



1 :s 



«1 



6,638 7699.4 
9,2702692.2 -11 1.1 (ri 
9,218 2535.7 + 125.6(r, 
9,396 7199.8+ 81.8(tj 



sin(o5.i— Oo.,)- •• 
sin («0.»— «04— («».»— «j.*)) • • • 

sin («o.»—«"». 6— (*"«■»— «».5)) • • ■ 

5,027 2927.3 -11 1.1 (ti 

5,2057591.4- 111.1 (r, 

Kr II 9 «T, B«diiigiiiigtg1«{chiiBg«ii fOr Llnlenneti« nnd für BflokwftrtMinwslmitte. 



t,) + 125.6 (r, 
t,)+ 81.8(t, 



^4) 
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l:s,., •••6,678 5706.3 
sin («o.»— «0 «) * • • 9,067 6163.7,- 179.0(t,-t,) 
sin (ao.4-ao.i-(«..i-«s.i)) • • • 8,9706968.3.- 224.^t^-t^) 
BinK.s-o, i-(a,.s-a,.,)) • • • 9 ,251 7613.9, - 116.0( t6-tJ 

4,7168838.3 - 179.0(T,-T,f- 224.3(t«-tt) 
4,997 9483.9 - 179.0(r,-r,)- 116.0(r8-r,) 

1 : «5. < •6,3406704.5 
sin (oo.^-aj.,) • • 9,999 9999.0 + 0.0(t4— Tj) 

sin (a».i-«o.»-(a«.i-«e.j)) • • • 8,8596152.1,- 290.0(Ti-ir, ) 

5,2002855.6,- 290.0(Ti-r,) 

l:s,.B •••6,627 4008.6 
Bin (öo.s-o,.,) ■ • • 9,928 1909.0 - 13.2(tj-T,) 
Bin (at.i-ao.»-(.<h.i-<h.^) ■ ■ • 8,8596152.1,- 290.0(T, -t:,) 

5,4152069.7,- 13.2(tj-t,) - 290.0(T,-t,) 

und weiter, indem man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht und dabei diese mit 10^^ 

multipliziert: 

+ 1064860,6 - 27,2(ti-t,) + 30,8(r,-rJ 

+ 52 1065,3 - 21,5(r,-r,) - 26,9(r^-Tj 

-1585935,6 • + 105,9 (t^-r,) 

= — 19,7 + 105,6 Ti - 96,6 r, + 48,7 t, — 57,7 r^; (26) 

+ 160 6050,3 - 41,1 (tj - r,) + 30,3 (t, - r^) 
+ 995287,2- 41,1 (r,-r,)- 26,6(T6-rJ 
— 260 1399,0 + 7,9 (tg - t,) + 1 73,8 (t^ - t,) 

61,5 + 159,3ri - 184,6r, + 74,3t, - 49,0r5. (26*) 

Die beiden Bedingnngsgleichungen (26) und (26*) mfissen also gleichzeitig erfOUt sein, wenn 

6 

^T* zum Minimum gemadit wird. Die Fortsetzung der Rechnung erfolgt im § 17. 

§14. 

Zweite Form der Bedingungsgleiehnngen. 

Man kann aber noch in einfaclierer Weise als vorher za einer andern Form für die Be- 
dingungsgleichungen bei Rückwärtseinschnitten gelangen, die außerdem für die Ausgleichung geeigneter 
als die Gleichungen (6) sind, weil ihre Aufstellung weniger Rechnung erfordert. 

Diese Bedingungsgleichungen ergeben sich sofort aus den Gleichungen (1), (1*) und (1**), 
wenn man aus je zweien von ihnen, in denen dieselben r vorkommen, diese eliminiert. So wird aus 
(1) und (1*) erhalten: 

g, .^ Bin (gp ., — Cq ., — (tti ., — at ., )) ^ <i .4 «in («0 .1 — «o •» — («1 .1 — <»i .»)) 

«».8 8i»(«o.4 — «0.1 — («1.4— «1.«)) «i.8"i^(«o.i —«0.4 — («1.1 — «1.4)) 
oder 

f «» ?» iJt^y sin {a^ ., — gp ., -- (a^ .,—0, .,)) sin {a^,^ — g^ ^ ~ (a, .4 — q, .t)) ^ j .^^. 

'*•* «1.4««.8 Sin(«0.4— «O.J— («14 — «l.l))8ijl(«0.8 — «O.l— (««.»-«1.1)) ^ ^ 



§ li. Zweite Form der Bedingangsgleichungen. 
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Ebenso findet man aus (1) und der ersten Gleichung (1**): 

f = *i«*»-4 Bin(ap., — gp., — (a^.,-a,.a))8iii(ao.^ — ao.^ — (0^. 

'^■* «l.4««.l BÜl(«».i — «0.» — («1.4— «1.8))«I1(«0.1— «Ol — («1. 

aus (1) und der zweiten Gleichung (1**): 

«8 1 «1 4 Bin («0 .1 — «0 .1 — <«8 l —«» .1» ßi» («0.4— «( 



/«.s 



>8 



*S . 4 *f • 1 



Bin(ao.4 — Op., — (aj.^— a8.,))sin(ao.i — «o-s — («« 



aus (1*) und der ersten Gleichung (1**): 

f « *1 .8^4.1 Bin («08 — «04 — («1-8— « 1.4 ))B"^(«0.«— «Ol — ^«4 

'*•* «i.««4.8 ß"i(«o.i — «0.4 — («i.» — «i.4))"n(ao., — ao.i — (a^ 

aus (1*) und der zweiten Gleichung (1**): 



u. 



% 



»4.8*1.1 flia(ao., — «0., — (a^.j — a4.,))8in(ao.i — «0-4 — («i 



«4.1 »1.8 Bin («0.1 — «0 .1 — («4 .1— «4.1» Bin («0 .8 — «0 .4 — («1 . 



und aus den beiden Gleichungen (1**): 



/s.4 



^?8.iAil Bin (Oq .1 — Oq .4 — («8 .1 —«8 .4)) sin (gp ., — Oq ., — (g^ 



«8.1 »4.1 8in(ao.i— «0.4 — («8.1 — «8.4))Bill(gp.l — 



»o.8 



(«4 



— «8.1)) 



— «8.1)) 



1, 



— «1.8)) 



-«1.8)) 



= 1, 



«4.1)) 



-«4.1)) 



= 1, 



(27*) 



-«1.4)) 



-«1.4» 



= 1 



=:M = l. 



—«4.8)) 



In der Gleichung (27) liegen die in ihr yorkommenden festen Winkel zwischen den Fix- 
punkten an der Seite s<^,^y in der ersten der Gleichungen (27*) an der Seite s^,^j in der zweiten an 
der Seite s^,^ usw. 

Wie man sieht, entstehen die Gleichungen (27*) aus der Gleichung (27), indem man in dieser 
der Reihe nach die Indizes 2 und 3, 1 und 3, 2 und 4, 1 und 4, und endlich die letzte, indem man 
1 mit 3 und 2 mit 4 vertauscht. 

Aus der ersten und sechsten, aus der zweiten und fünften und aus der dritten und vierten 
der Gleichungen (27) und (27*) lassen sich drei neue Gleichui^en herstellen, in denen die s nicht 
mehr vorkommen. 

Indem man nun in den obigen Gleichungen nach (21) 

setzt, geben ihre Entwicklungen die Bedingungsgleichungen in der Form, wie sie zur Ausgleichung 
erforderlich sind. 

Am einfachsten gelangt man zu diesen Entwicklungen mit Hilfe logarithmischer Dif- 
ferenzen für 1". 

Auch bei der Aufstellung dieser Bedingungsgleichungen braucht man keine angenäherte Lage 
des zu bestimmenden Punktes C zu kennen. Erst nachdem die Beobachtungswerte ausgeglichen sind, 
wählt man aus ihnen irgend zwei Winkel werte aus, mit denen man die Lage von G berechnet. 

Wir wenden uns nun zu der Untersuchung, welche der obigen Gleichungen für die Schärfe 
der Rechnung am vorteilhaftesten ist. 
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§15. 

Untersnclmiig über die günstigste Bedingangsgleichung der zweiten Form. 

Geht man in der Gleichnng (27) zu Logarithmen über und setzt alsdann 

WO t^y die Verbesserung des Beobachtungswertes t^ in Sekunden, wieder eine kleine Große erster Ord- 
nung bedeutet^deren Quadrat man vernachlässigen kann, so gibt ihre Entwicklung: 

-{ctg(^8-^2-(öi.8~«i.2))-ctg(^^-f,~(ai.^-a,.j))}r, 
+ {ctg(^i-^-(a,.i-a5j.j))-ctg(^~^5-(flf^.,~ai.5))}T, 

- {ctg(^i-^4-(Ö8.1-«8.4))-Ctg(^2-^4~(»1.2-«1.4))}^4=0; 



dabei ist 



Daher wird: 



loff r =- loff f ^'»^«^ sinfe — ^^ — (g^ ., — fl 4 .,)) Bm(t^-- 1^— (a, .4 — q,.i)) \ 
o '1« *^ \«i .4 «f .8 Bi^(*4 — *i — («1 .4 — «1 .1)) 8in(<B — *! — (a, ., — o, .1»/ 



Bm(^ — «,— (Oj., — Oi.5))8m(t,— f^— (Ol.,- ttj.^)) • 



8in(*,— «,-(04., — ai.,))Bin(t3— tj — (o,., — a,.i)) » 
8m(<i — t, — (a^.i-a^.,)) 



Bin(e^— ti — (a,.4 — o, .i)) Bin («4 — <j — («4 .4— o^ .,)) 

Jf ist der Modul der BRiGGschen Logarithmen. (>" - 1 : arc 1". 
Hieraus folgt mit Hilfe von (1), (1*) und (1**): 

Q Incy f 4- -— »-1* ^«•84 -, ^B^i ^ 



8-4 



**! '"l *1 -8 *l-8 ^1.1.8 '"l ''f ^ -4 *1 '4 *^l-l-4 

wie früher auf S. 36 bedeutet Q\ daß in Q an Stelle von a^., nun t^ zu setzen ist. 
Mithin ist: 

~" ~M ^^8/1» '^ r r s Ä 8 s Q' Q^ l**! ^B ^J.4^B-4^. 5-4^1 

ja M ^1 *l.8*l -4*8 •8'l.4 **i-i-a **i.f .4 

~" ''»^■8^1. 4*8-4 ^a- 4^2 + ^5*1« ^14*«. 4^1«. 4*^8 *'4*1.S ^1.8 *S.8 ^IS-S ^4 } > 

J 



oder nach (15): 



M ^^8/1» r r s 8 8 8^ Q\ Q' 

JXL M M *1 • 8 *1 • 4 *f . 8 *1 . 4 **1 . 8 . 8 ^'1 . 1 . 4 



»1 .8 «8 .4 ßm(<8— <»— («1 .8 — «1 .l)) 8m(^ - *4 — («8 .1 — «8 .4)) 



(28) 



«i .4 «8.8 ßia(*^ _ «^ — (oj .4—01 .,)) 8in(ti — i, — (o, .j — o, .,)) 

Durch die bereits im vorigen Paragraphen angegebene Yertauschung der Lidizes erhält man 
aus dieser Gleichung die Entwicklungen der Gleichungen (27*). Vertauscht man z. B. den Index 2 
mit 3, so wird, da Öi.j., = — QJl.j.s nnd Qi.j.4 == — Qi-si^ß*; womit cT" in —€7 übergeht: 

If log fi 8 = r-TT^ — I — z — 1-— Q ö (28*) 



§ 16. UnterBuchtuig über die günstigste Bedingangsgleichung der zweiten Form. 4Ö 

Für die übrigen Gleichungen (27*) ergibt sich: 

J. j ff —J 

-i-locrr _ -L 

1 , J^ (^^^ 

"if ^^8 /4-2 "^ r r A i Ä Ä Ö' Q' ' 

"tut ^^S '8 -4 '^ r~T~Ä Ä Ä i (P öl ^ 

wobei die /" ans den entsprechenden f in (27*) entstehen, indem t^ an Stelle von a^.^ tritt. 
Demnach besteht die folgende Beziehung: 

log /■;., : log fl^ : - log fl^ : - log /;'., : log /*;., : log f^,^ 
*i-4*t.8 rv o' . ^18 ^84 ry q' . ^ii^8-4 ry q' 

» j ^8 '^l M ^9 M 

Beschreibt man um die vier Dreiecke A^A^A^, A^A^A^, A^A^A^, A^A^A^, die durch die 
Festpunkte gebildet werden, Kreise, deren Radien der Reihe nach q^, q^, p^, q^ sein mögen, und 
sind die Entfernungen ihrer Mittelpunkte von dem zu bestimmenden Punkte G bezüglich dj, d^, d^, d^, 
so ist nach (3) S. 18: 

Da sich nun die Q' von den Q nur um Großen erster Ordnung unterscheiden, so wird man statt 
(29) auch schreiben können: 

log fi^ : log fi^ : - log f;.^ : - log /.'.^ : log fi, : log f;.^ - 

^12 ^8-4^8^4 • ^l-8 ^8-4^^4 • ^1.4^ -8^1 ^4 • ^1-4 ^28^^ • ^l.«*2.4^1 ^ • ^l'S ^».4^^* 

Hierbei ist: 

A ^1* A ^.* A <^' A ^4" 

Diejenige der Bedingungsgleichungen log/*^.y = ist nun am vorteilhaftesten, für welche das zu- 
gehörige Glied in der vorstehenden Proportion am größten ist. Um das größte Glied zu finden, 
könnte man eine, wenn auch nur rohe Zeichnung anfertigen, aus der die Daten zu entnehmen wären. 
In der Regel steht jedoch diese Arbeit in keinem Verhältnis zu dem zu erlangenden Vorteil; man 
wird wohl immer vorziehen, auf gut Glück eine aus den Gleichungen (27) und (27*) auszuwählen. 
Es sei noch erwähnt, daß sich F^ und log/*/.^ durch die Gleichungen (16) und (16*) und 
durch die Gleichungen (28), (28*) und (28**) in Beziehung setzen lassen. Bis auf Glieder zweiter 
Ordnung ist z. B.: 

l^fifA'.Ä ^«1.8 «8.4 



J^8 *1 .4 »il^Ä — <f — («I .8— «l .«)) ^Mh — *4 — («8 .1 — «1 .4)) 



(30) 



46 



BedingungBgleichungen fär Bückwärtseinschnitte. 



§16. 

Beispiel. 

Wir stellen nun für den früher in § 13 behandelten Rückwartseinschnitt^ dessen Daten in 
(24) gegeben sind, die beiden Bedingungsgleichungen auch in der in § 14 angegebenen Form auf. 

Da A^ der Anfangspunkt der Koordinaten ist, so nehmen wir, um möglichst wenig Rechnung 
zu haben, als Bedingungsgleichimg für den Rückwärtseinschnitt nach Ä^, A^, A^, A^ diejenige Form 
die zur Seite a^.g gehört. Aus ihr bilden wir die zweite Bedingungsgleichung, die für den Rückwärts- 
einschnitt nach A^, A^y A^, A^ gilt, indem wir den Index 4 mit dem Index 5 vertauschen. Dem- 
nach lauten die beiden Bedingungsgleichungen nach (27): 



log/'i., = log 



«t .8 «i .2 8in(ao .1 — Oo .8— (o, .1 — o, .j)) 8in(ao .i— ao ., — (Ol .;i— «4 .,)) 

A «= 4 und 5, 



0. 



(31) 



worin 



^O.y~" %'ß 



zu setzen ist. Die Verbesserung r, — r^ wird wieder in Sekunden vorausgesetzt 

Zunächst sind die Azimute a^,^ und o^.,, femer die Seiten s^.,, 5|.^, 5^.5 und s,.,, 8^,^, ^.5 
zu berechnen; es ist 



tgö4.. 






«1-.= 



Ä, 



•8 »...-£^5. 



COS Ol . y Bin Oj . ' 
* • '' 008 o, . y ßin o, . y ' 



aji-lSO^ + Oj.,. 



Mit 7-stelligen Logarithmen, mit denen auch, so weit es notig ist, die weitere Rechnung geführt 
wurde, ergibt sich hiemach: 



V 


«1., 


log «1., 


2 
3 
4 
5 


32« 2'48';237 

32 5 63^19 

101 42 43,719 

86 41 46,405 


3,697 9605.9 
3,461 2300.6 
3,670 1361.2 
3,240 12075 



V 


-- 


log«i., 


1 
3 

4 




212» 2'48';237 
211 58 32,622 
159 30 51,422 
192 27 5,219 


3,697 9605.9 
3,321 4293.7 
3,742 5351.5 
3,626 0832.6 



Nach dieser Zusammenstellung und nach (24) ist nun: 

«,-«, = 6«42'36';540 



«l.J- «12 = 



3 5,282 



und daher nach (31): 



6 39 31,258 

tt-tt = 79 18 21 ,410 

a»! - «».4 = 52 31 56 ,815 

26 46 24,595 

t^-t^ = 47 12 47 ,640 

«»■1 — «1.5 = 19 35 43,0 18 

27 37 4,622 



ti-t, = 169« 15' 41",960 

<h.i — «>.8 = 4_ 15,615 

169 11" 26 ,345 

t^-t, = 96 39 57,090 

«1 .* - «1 .1 = 69 3 9 55,482 

27 1,608 

t^-t, =128 45 30,860 

«1.5— «1.» ° 64 38 58,168 

74 6 32,692 



§ 16. Beispiel. 47 

Si.4 •••3,7425351.5 

«1., •■•3,4612300.6 
sm(Oo.,-Oo.»-(«i..- «1.»)) • • • 9,0642876.8 + 180.3(T,-r,) 
8m(ao.i— «0. *—(««. i—«».«)) • • • 9,653 6607.1 + 41.8(ti — tJ 

5,921 7136.0 

s,.4-- 3,6701361.2 

Sj., •••3,3214293.7 
sm(ao.j-ao.,-(a,.i-a,.j)) • • • 9,2730975.8 - 110.2(r,-rj) 
sin(a,.4- Oj.,— («i.«— Oi.j)) • • • 9,657 0534.4 + 41,3(^4— r,) 

5,921 7165.1 

folglich erhält man als erste Bedingangsgleichxmg: 

29,1 + 152,0 T, - 139,0 1:, + 70,1 1, — 83,1 t^. (32) 

Für die zweite Bedingongsgleichang ist: 

«,5 •••3,6260832.6 
8,., 8in(ao.,-Oo.,-(ai.,-ai.,)) • • • 2,5255177.4 + 180.3(r,— r,) 
sin(ao.,-ao.5-(a,.i-as.,)) • • 9,6661187.3 + 40.3(t,-*5) 

5,817 7197.3 

»,.j •••3,2401207.5 
s,., sin(ao.,-a„.,-(a,.i-a,.,)) • • • 2,5945269.5 - 110.2(ti-t,) 
sin(ao.8-ao.,-(ai.j-ai.,)) • • • 9,983 0779.2 + 6.0(t6-t,) 

5,817 7256.2 

58,9 + 150,5 ti - 1 74,3 r, + 70,1 r, - 46,3 tj . (32 *) 



mithin wird 



Hätte man die Bedingungsgleichnngen fQr die Seite s^.^ aufgestellt: 

loef = loff *^ •'*'•■' -? (''o»~''o^ » -(*»!■»— «!■«)) "° («0-1— «»■i—(a» -i—g,.^) _ Q 

'*«,.,«i.iSin(a,.,— a,., — (o,., — aj.,))8in(a,.i— Oo., — (a,.^— Ol..)) ' 

X" 4 und 5, 
SO würden ihre Entwicklungen ergeben haben: 

98,4 + 514,3 *i - 470,3 t, + 237,1 1, - 281,1 1^ 

159,9 + 406,0 Ti - 470,3 r, + 189,1 *, - 124,8 1^ . ^^^^ 

Diese Gleichungen sind fOr die Schärfe der Rechnung vorteilhafter, weil sie größere Zahlenwerte haben. 
Zwischen den beiden Gleichungen (33) und den Gleichungen (32) und (32*) bestehen nach 
(28) und (28*) die Beziehungen: 

log fi.» _ *'»«i.t«»iOit.i _ »1 .» »t-i^(.ti — *i — «»1 .1 — q» -z)) 
logA'.t »•«*i.j«..ißi...i «i.««..i*iJ»(t, — «i— (a,.,-a,.,))' 

A = 4 und 5; 

d. i. fOr X — 4 gleich 3,384 und fQr A — 5 gleich 2,698. Dividiert man nun die erste Gleichung (33) 
durch 3,384 und die zweite durch 2,698, so findet man: 

29,1 + 152,0 Ti - 139,0 t, + 70,1 1, - 83,1 1^ 

59,3 + 150,5 Ti - 174,3 t, + 70,1 t, - 46,2 Tj, 

m guter übereinstiminang mit (32) und (32*). 
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Wir wollen nun auch noch diese Gleichungen mit den Gleichungen (26) und (26*) vergleichen. 
Die letztern beziehen sich wie erwähnt ist auf den Punkt A^ und sind mit 10^^ multipliziert, die 
erstem gehören zur Seite s^,^ und sind mit 10^ multipliziert. Es sind daher nach (30) die Glei- 
chungen (26) und (26*) mit 

lO'\ Ms,.,8,., A = 4 und 5 



ZU multiplizieren, um sie in die Gleichungen (32) und (32*) überzuführen. 

Multipliziert man dementsprechend die Gleichung (26) mit 1,439 und die Gleichung (26*) 
mit 0,945; so ergeben sich die Gleichungen: 

= - 28,4 + 152,0 Ti- 139,0 r, + 70,1 x^ - 83,0 1^ 
58,1 + 150,5 t^- 174,4 t^ + 70,2 r, - 46,3 rg. 

Auch die Übereinstimmung dieser Gleichimgen mit den Gleichungen (32) und (32*) ist so gut, wie 
man sie bei einer Rechntmg mit 7 -stelligen Logarithmen erwarten kann. 

§17. 

Fortsetzung. 

Für die Ausgleichung des ßückwärtseinschnitts sollen nun die Gleichungen (32) und (32*) 
beibehalten werden; sie werden jedoch noch durch 100 dividiert, um für die Rechnung bequemere 

5 

Zahlen zu haben. Wird also ^S t, zum Minimimi gemacht, während zugleich die Gleichungen : 

1 

1,520 t^ - 1,390 Tg + 0,701 r, - 0,831 1^^ + 0,291 
1,505 Ti - 1,743 T, -t- 0,701 r« - 0,463 Tg « + 0,589 

zu erfüllen sind, so hat man 

T^ = + 1,520 Äi + 1,505 Äj, 

r^ 1,390 *i - 1,743 *, 

r, « + 0,701 Aj + 0,701 A^ 
r^ =. - 0,831 *! 
Tg = . - 0,463 Ä, 

Die Auflösung der Normalgleichungen: 

5,4245 \ + 5,2018 *, « -f 0,291 

+ 5,2018 k^ + 6,0088 *, = -f 0,589 
ergibt 

*i - - 0,2377, i, - + 0,3038. 

Damit erhält man für die Verbesserungen: 

Ti = + 0",096, T, - -- 0",199, r, « + 0",046, t^ « + 0",198, tg = - 0",141, 

deren Quadratsumme 0,1100 ist, während aus den Normalgleichungen dafür 0,1098 folgt. Der mittlere 
Fehler einer Bichtimgsbeobachtung ist daher 



"|/5^ = ±0"^35. 



§ 17. Fortsetzung. 49 

Mit den Yorstehenden Verbesserungen findet man ans (24) nach (21) als ausgeglichene Werte der 

Azimute auf C 

nach ^i: Of^ 0' O'^OOO + u ^ a^,^ 

„ A^: 184 1 41 ,205 + u^ atos 

„ A^: 190 44 17,990 + u««ao., 

„ Ä^: 280 41 38 ,692 + ^««0.4 

„ A^: 312 47 12,123 + M«ao.5. 

Von diesen Werten sind nun drei auszuwählen, um die Lage des Punktes C zu berechnen. 
Wir werden C als Schnitt der Kreise über s^.^ und ^.^ bestimmen. Alsdann kann man für die Be- 
rechnung der rechtwinkligen Koordinaten a:, y von C, da cos (oo.j — «0 1) i^ßgativ ist, nach (39) S. 32 
und (40**) S. 33, die folgenden Formeln benutzen: 

*1.4 »"*V«»0.1 '*0-4 \**1.1 "1.4''^ 

«1., COS (ai.o-ai.g) sin* 9? = r^, r^ cos 04.0 « a?, r^ sin a^.o « y. 

Zur Gewichtsberechnung der Koordinaten muß man auch die DifFerentialformeln für x und y haben. 
Diese werden im folgenden mittels logarithmischer Differenzen gleichzeitig mit x und y abgeleitet. 
Das Differential von ao.»""^o./u ^^t dabei durch t^--t^ bezeichnet. 

Nach der Zusammenstellung auf S. 46 sowie derjenigen für die a^,^ ist: 

«0.4 - «02 = 96«39'57';487 Ooi - »0.4 - 79n8'2r;308 

«1.4 - «12 - 69 39 56 ,482 a^,^ - Oj.^ = 52 31 56,815 

X,.4 - 27 2 ,005 Z^.i =- 26 46 24,493 

51.4... 3,670 1361 cos* 9)... 9,731 6082 + 19.8Ti+18.4r,-88.2r^ 

1 : Si. 4. .6,267 4649 -^ *g(<*o.>--go.i) - 8,847 6953,- 800.4 (t,-T,) 

sin X^,^"'9,6bl 0551 +41.8(t^— t,) tg(ai.o— ai.,)--8,57930S5„ — 280.6ti+8i8.8r, — as.Sr^ 

1 : sin X^.i-.. 0,346 3397 -41.8(tj-0 ai.o-ai.,=-2®10'25';64 + o,60ri- 0,67 r, +0,07 1^ 

sec(ao.^-ao. J-0, 001 74 2 + i.6(r,-T,) aj.,- 32 2 48,24 

tg*g)-9,93207()Ö-48.3Ti-39.8T, + 88.lT, 0^,^^ 29ö52'22';60 + 0,60t,- 0,57r,+ 0,07r, 

tg y .9,9660350 — 21.6 „ — 19.9 „ +41.6„ 

sin 9? .9,831 8391 -11.7 „ -10.7,, +22.4 „ «,.,... 3,697 9606 

cos qp ••■ 9,865 8041 + 9.9,,+ 9.2,.— I9.i„ sin*y- -9,663 6783 —28.4ri—2i.4T, + 44.81:4 

cos(ai.o— 0^1., )—9,999 6873 + 0.4 „— 0.6,,+ 0.1 „ 
cos aj.o-- -9,938 0853 — 6.1,,+ 6.9,,— 0.8 „ 
sin aj.o-'- 9,697 2976 +I8.3 „— 20.9,,+ 2.6,, 



X^ 1992,560 + 0,01 (—l,38Tj—0,69T,+2,08rJ ir--.3,299 4115 — 29.1 iri—16.0ir, + 44.1 r^ 

y - 1144,521 +0,01^-0,12 „-1,13,, + 1,26 „). y... 3,0586238 - 4.7 „- 42.8 „ + 47.6 ,, 

Hiemach gibt das Gewicht von J'^. = — 1,33 r^ — 0,69 r, + 2,03 r^ das Gewicht von ^^ und das Ge- 
wicht von J'y « - 0,12ti — 1,13t, + l,26r^ das Gewicht von ^ an. Fügt man F^ bzw. F^ als 

Bedingungsgleichung den beiden Bedingungsgleichungen im Anfange dieses Paragraphen hinzu, und 
ist ihre Korrelate u bzw. v, so gibt die Umsetzung in die Korrelaten: 

F, - - 2,742 \ - 0,799 k^ + 6,366 u 
j; = + 0,351 k^ + 1,789 Jc^ + 2,866 v. 

Krager, Bedingangigleichungen fOr Liniennetze and fttr Bflckrwftrtteinsohnitte. * 
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Bedingungsgleichungen für Rückwärtseinschnitte. 



Indem man diese Ansdrücke einzeln den Normalgleichungen zusetzt^ findet man in bekannter Weise 
als reziprokes Gewicht von t^q 
Es wird mithin der mittlere Fehler 



den Wert 1,612 und als reziprokes Gewicht von t~ den Wert 0,781. 



von X gleich |/^^^ .0,0001612 - ± 0,00298 m 

,, y „ ]/^^- 0,0000781 « ± 0,00207 „ . 

Die auf C orientierten Azimute werden mittels a^.Q erhalten; es ist u =» 180® + 01.^. Folg- 
lich wird: 

ao.i«209«52'22';60 



a, 



a. 



a. 



a, 



2 



- 33 54 3,81 
3= 40 36 40,69 
^ « 130 34 1 ,29 
6 = 162 39 34,72. 
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